Cours IFT2010 – Structures de données

Cours 1, Mardi 10 janvier 2006
Parlant de tri (version simple):


On veut savoir si vide


On veut trouver le min


On veut suppimer un élément

int[] in;
// Supprimer en in[i]

// on veut { in[0], in[1], … in[i-1], in[i+1], …, in[n.length-1] }

int[] A=new int[in.length-1];
for (int j=0; j<i; j++)
A[j]=in[j];

for (int j=i+1; j<in.length; j++)

A[j-1]=in[j];

in=A

Version récurrence:
...
Évaluer le temps du tri:


long T0 = System.CurrentTimeMillis();
// temps début


...


long dT = System.CurrentTimeMillis()-T0;
// temps passé

En l'occurrence, le tri A semble suivre une courbe exponentielle et le tri B semble rester très rapide, donc meilleur. (Les entrées étaient alléatoires)
Pour déterminer la valeur réelle, on évalue plutôt le nombre d'opérations primitives.


On voit alors que les mêmes tendances sont respectées.
On veut maintenant le prouver!


Le seul endroit où on fait des comparaisons, c'est lorsqu'on cherche le min.
Prenons le code de recherche du min:

int min_pos = 0, n=in.length

for (int i=1; i<n; i++)



// Ligne X


if (in[i]<in[min_pos])


// Ligne Y



min_pos = i;

Prouvons d'abord sa validité:


V(j):
« in[min_pos] ≤ {in[0], in[1], ..., in[j]} »


(La validité de l'expression)

Par induction:

Premier cas:
V(0):
Vrai

(évident)

Lemme:


Démontrer que si V(i-1) est vrai, alors V(i) sera vrai.



Preuve:
in[min_pos] ≤ {in[0], in[1], …, in[i-1]}





En Y, on choisit in[min_pos] tel que in[min_pos] ≤ {in[0], …, in[i]}






…



[On voit que V(i-1) est tjrs vrai avant le if et V(i) est tjrs vrai après le if]

Comptons les comparaisons:


Au premier tour: n-1, au second, n-2, au troisième, n-3, …, 1.


Au total:
n(n-1)/2


(n-1)/2 paires de [n-1 + 1]


En passant:
1 + 22 + 32 + … + n2 = (n+1)(n+2)(2n+1)/6 = n3/3 + σ(n3)

Théorème:


Avec:
int[] z;


// Non-trié



Pour trouver le min, il faut faire n-1 comparaisons.


Preuve par dessin:
Graphe avec n sommets.









Une arrête pour chaque comparaison




z[0]----z[1]




   | \/ |



Le graphe est connexe ssi le



   | /\ |



nombre d'arrête ≥ n-1



z[2]----z[n-1]
Cours 2, jeudi 12 janvier 2006
Prendre deux listes triées, les unir et les trier:

Un pointeur par liste, prendre la plu petite des deux valeurs et passer au suivant (…)


A1:
-2
0
3
4
5
5
8

A2:
-1
-1
2
3
6
9
258


int[] sortie = new int[A1.length + A2.length];


int sortie_idx = 0;


while (index1<A1.length && index2<A2.length) {



if (A1[index1] <= A2[index2])






// ( La comparaison coûteuse



ajouter A1[index1] à la fin de sortie




index1 ( index1 + 1



else




ajouter A2[index2] à la fin de sortie




index2 ( index2 + 1


}

while (index1 < A1.length)



ajouter A1[index1++] à sortie


while (index2 < A2.length)



ajouter A2[index2++] à sortie

Nombre de comparaisons (d'éléments) utilisées: (pour la fusion)

Lemme:
#comp ≤ A1.length + A2.length - 1


Preuve:
Soit C = index1+index2





Au début C = 0





Après chq comp, C est augmenté de 1





Après la boucle principale, C ≤ A1.length+A2.length-1

Nombre de comparaisons totales: (pour le tri + fusion)

[on s'intéresse au pire cas]

#comp pour les éléments pairs + #comp pour les éléments impairs + (longueur totale –1)
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(on sépare les éléments pairs des impairs)


B(0) = 0

B(1) = 0


Exemple:
  6
1





 /   /


Dans cet exemple, on a besoin de 12 comp au niveau 1

13  3   1







11 au niveau 2
 \ / \ /








9 au niveau 3




  7   2








5 au niveau 4




   \   \








0 au niveau 5 (il ne reste que des '1')




    4   1


Tous les niveaux de récurence ont une taille totale de tableaux à trier = n


B(n) ≤ n * #niveaux


#niveaux (
taille du tableau au niveau 1:
2k-1 < n1 ≤ 2k












niveau 2:
2k-2 < n2 ≤ 2k-1












niveau 3:
etc.

#niveaux = k = 
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Cours 3, mardi 17 janvier 2006
Ordres:
n, n2, lg(n), kn
ex.:

2n+1 (n)


Déf.: f(n) ≤ c(g(n)


f(n)=2n+1


g(n)=0.01n



2n+1 ≤ 201(0.01n)




… mais ce qui nous intéresse, c'est d'éviter d'avoir un grand c, on dira donc



O(n)

ex.:


4(2n (? O(3n)



4(2n ≤ c(3n ( n>N



c=?, n=?


posons c=4, alors n≥0


posons c=1, alors n≥4



4(24(2-4 ≤ 34(3n-4




O(3n)


… pour trouver sans essaie erreur, utiliser les lg est fort utile.


en l'occurrence, n ≥ (2-lgc)/(lg3-1)
Taux de croissance asymptotiques:










(aide-mémoire)

O: quand il existe un seuil












≤
o: pas de seuil (marche toujours pour toutes les constantes)

<
(: l'inverse de O
















≥
(: l'intersection de O et (.












=
En notant O et ( comme deux ensembles de venne, ( est l'intersection et o = O-(
ex.:


log3(n) <-?-> lg(n)



log3n ( O(lg(n))




log3n ≤ c(ln(n)



c = log32






[ Rappel: 3^log3(n) = n
/ 2^lg(n) = n ]



n = 1




ok!


log3n ( ((lg(n))




c(log3n ≥ ln(n)




même constantes



Comme les deux sens fonctionnent, alors aussi ( (


( o(ln(n)), car ok pour n=1, mais pas pour les autres…

Notons:
logan ( ((logbn) quand a, b >1




Quand on parle de O(n(log(n)), dans le fond, on se fout de la base du log...

Limites:

f(n) ( o(g(n)) ssi 
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(Utile avec l'Hospital [lim f/g=lim f'/g'])

Preuve:
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(...)

Si on a 
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( c > 0 (T(ε)

c-ε ≤ f/g ≤ c+ ε

(…)


Mais si f(n) ( ((g(n)) =/=> lim f/g = c

Règles:

f1(n) ≤ c1(g1(n)

n≥N1

f2(n) ≤ c2(g2(n)

n≥N2

f1(n)+f2(n)
≤ c1(g1(n)+c2(g2(n)

n≥max{N1,N2}






≤ (g1(n)+g2(n))(max{c1,c2}




( f1+f2 ( de l'ordre le plus élevé.


ex.:
302(n4 + n(lg(n) - (n + 1.01n




     O(n4)            O(1.01n)








( O(1.01n)



note:
Un truc du genre 
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 n'est plus simplifiable.

Récursion diminuant estde l'ordre n2 puisque 1+2+3… = n(n-1)/2

Exemple du livre: (subsum)


Je veux trouver l'intervalle où la somme est max.


tableau int[]:  {-5, -1, -2, 3, 5, -7, 9, 11, -1}








[                      ]

Démo 1, mercredi 18 janvier 2006
Guillaume Langelier

Lab:2238, Mercredi 10h30 à 12h30

dift2010@iro.umontreal.ca
2.1:
n, (n, n1.5, n2, nlogn, nlog2n, nlog(n2), 2/n, 2n, 2n/2, 37, n2logn, n3


En ordre:
2/n, 37, (n, n, {nlogn, nlog(n2)}, nlog2n, n1.5, n2, n3, 2n/2, 2n, n!, nn.
2.2:
a) t1(n)(O(f(n)), t2(n)(O(f(n)) alors
t1(n)+t1(n)(O(f(n))


Vrai


b)












t1(n)-t2(n)(o(f(n))


Faux



c)












t1(n)/t2(n)(O(1)



Faux


d)












t1(n)( O(t1(n))




Faux





* attention de pas confondre O et ( !!!

2.7:
a)
1- sum = 0;




for (i=0; i<n; i++)






sum++;







O(n)




3- sum = 0;





for (i=0; i<n; i++)






for (j=0; j<n*n; j++)







sum++;






O(n3)




4- sum = 0;





for (i=0; i<n; i++)






for (j=0; j<i; j++)







sum++;






O(n2)




5- sum = 0;





for (i=0; i<n; i++)






for (j=0; j<i*i; j++)







for (k=0; j<j; k++)








sum++;





O(n5)


n(n2/2(n2/2




5- sum = 0;





for (i=0; i<n; i++)






for (j=0; j<i*i; j++)







if (j % i == 0)








for (k=0; j<j; k++)









sum++;




O(n4)


équivalent à i plutôt que i*i

2.8:
On a un tableau {1,2,3,4,5} qu'on veut mêler ( ex.:{4,5,3,2,1}


a[0], ..., a[n-1]


randInt(i,j) qui donne un nombre aléatoire entre i t j.



Algo1: Essai générateur






Si déjà là, on reprend






Sinon on écrit.





n = nombre éléments





i = élément où on est rendu





par élément:
n*i*i ( O(n3)   (on doit vérifier les éléments déjà inscrits)



Algo2: used[ran] = true/false.





On n'a plus besoin de tousles vérifier un par un, juste à regarder dans 





used[], donc n*i ( O(n2)



Algo3: On rempli le tableau dans l'ordre




for (i=1; 1<n; i++)






permuter(a[i], a[rand(0,i)])

soit 2n, donc O(n)
2.10:
Ordre des algorithmes

a)
addition



O(n)
b) multiplication

O(n2)

c)
division



O(n3)

2.15:
Trouver dans une série de nombres ordonnée, un nombre tel que Ai=i



i = 0;




j = n;




Tant que non trouvé





m = (i+j)/2;





Si Am = m, retourner m





Sinon






Si a[m] < m







i = m;






Sinon







j = m;




Fin tant que



Retourner -1








O(log n)
2.18:
[i,j] f(i) a une signe différent de f(j), on a 0 entre les deux.




a = i;




b = j;




Tant que non trouvé





m = (a+b)/2;





Si f(m)==0, retourner m





Si signe(m) = signe(a)





a=m;





Sinon






b=m;




Fin tant que








O(log n)
2.20:
a) Trouver si n est premier.




Tant que i < (n




Si n % i == 0






retourner Faux.




Fin tant que




Retourner Vrai.







O((n)


c)
Le nombre de bits pour représenter un nombre décimal.
O(lg n)



d) Si on le fait sur chaque bit:  2b = n  (  O((2b)


e)
Comparer les temps pour faire un chiffre à 20bit et un à 40bits.




(220 = 210


versus
220 



f)
Par rapport à B

Cours 4, jeudi 19 janvier 2006
Intervalle avec la somme maximale





( A[0..n-1]
et
A.length==n )

int A[]


On veut trouver 0≤i≤j<n tel que
(A[k] est maximum



int maxi, maxj, max, i, j, j =0;



for (i=0; i<n; i++)







/ *n



for (j=i; j<n; j++) {





|

/




int somme = 0;







|

| O(n2)




for (k=i; k<=j; k++)





|

|





somme += A[k];






|

|




if (somme>max) {






|

|





max = somme;






|

|





maxi = i; maxj = j;




|

|




}











|

|



} // for










\

\

On obtient i, j et max.



Dans un temps ( o(n3)

N'est donc pas optimale, puisqu'On refait des additions déjà faites plusieurs fois!


On peut facilement remplacer:




for (j=i; j<n; j++) {






int somme = 0;





int somme = 0;








for (j=i; j<n; j++)

for (k=i; k<=j; k++)



par


somme += A[j];





somme += A[k];















qui est O(n2)


Utilisons une approche "diviser pour règner".


Si on coupe la lise en deux, il y a trois cas possibles:




- La chaîne maximale est à gauche



- La chaîne maximale est à droite




- Elle chevauche les deux moitiés.




ISM(A,g,d)


// donne le meilleur interval à somme maximale dans A[g..d]






if (g==d)







if (A[g] < 0) return {}






else return <g,g,A[g]>






else







m = (g+d)/2






cand_gauche ( ISM(A,g,m)







cand_droite ( ISM(A,m,d)







// Vérifier les intervales touchant le milieu par chaque côté







// pour trouver cand_milieu






return max{cand_gauche, cand_roite, cand_milieu}
















gauche
droite
milieu




Temps de calcul? (récursif!)
T(n)= T(n/2) + T(n/2) + O(n)













T(2k) = 2(T(2k-1) + c(2k
















2(T(2k-2) + c(2k-1















= 4(T(2k-2) + 2c(2k















= 8(T(2k-3) + 3c(2k
















etc.
















= 2k(T(20)+k(c(2k













T(n) =
O(n(lg(n))








Preuve:









T(n) O(nlgn) ( ( c ( N | T(n) ≤ c(n(lgn, pour n>N









T(2k)
= T(2k-1)(2+O(n)










≤ T(2k-1)(2+c1(n











etc.

Cours 5, mardi 24 janvier 2006
Algorithme d'Euclide:

(avec a≥b>0)

pgcd(a, b)



pgcd(b, a mod b)



tandis que b!=0




c ( a mod b




a ( b




b ( c



retourner a




a

b

c

1-

28

17

11

2-

17

11

6

3-

11

6

5

4-

6

5

1

5-

5

1

0



1

0

1-

28

14

0



14

0

1-

28

21

7

2-

21

7

0



7

0

Analyse de temps:


Nboucle x Tboucle
On a quelques cas discrets, mais comment déterminer le pire temps?
Voyons le pire cas
(à revers)


 a

 b

 c



2b+c
...
...


34

21

13


21

13

8


13

8

5


8

5

3


5

3

2


3

2

1


2

1

0

On reconnaît Fibonacci car a(k)=a(k-1)+a(k-2)

Fibonacci:
F(n+1) = F(n) + F(n-1)
si n>0
Lemme:


Si bk < F(n) alors


soit
bk+1

< F(n-1)



ou

bk+2

< F(n-2)


Cas 1:
bk+1 < F(n-1)

ok.


Cas 2:
bk+1 ≥ F(n-1)



Démontrons:
Si x < F(n) et F(n-1)≤y≤x alors x mod y < F(n-2)




On a:
x mod y = z




Si a(y+z = x




On a:
F(n-1) < F(n) < F(n+1)




Voyons:





F(n+1) mod F(n) = F(n-1)





x mod y ≤ x – y





x mod y < F(n-2)





x mod y ≤ x – y < F(n) – F(n-1) = F(n-2)




















cqfd

Ordre de F(n):


F(n) ( O(n) ne marche pas, car on ne trouve pas de multiplicateur t.q. c(n ≥ F(n)


F(n) ( O(2n), marche (se prouve par induction)
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un peu plus petit que 2 aussi)
Donc, on a F(n) ≤ 22, mais en réalité:
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où on prend 
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Temps de calcul mesuré dépend de la taille de l'entrée. (Longueur du nombre 
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Donc il faut faire attention, même si on avait un algo linéaire, si on prend en considération la taille en compte, on est plutôt d'ordre lgn !!! (Si on ne gaspille pas d'espace pour les petitscas bien entendu).
Prenons un autre exemple:



Ici le problème est d'ordre n, pas lg n, puisqu'on

int i, somme = 0;





est restreint à un format spécifique de variable!

for (i=0; i<n; i++)




L'ordre dépend donc de la taille du problème et si


somme+=i;






l'algo est dans un environnement virtuel.
Types abstraits
(ADT):

Exemples:

class NombreNaturel {



private int valeur;



public NombreNaturel(int v) {

int valeur = v;

}



public NombreNaturel add(NombreNaturel a, NombreNaturel b) {




return new NombreNaturel(a.valeur+b.valeur);



}


}


class NombreNaturel {



private String valeur;



public NombreNaturel(String v) {

String valeur = v;

}



public NombreNaturel add(NombreNaturel a, NombreNaturel b) {




// un peu plus long, mais relativement facile


}


}


/* Par une factorisation des nombres premiers, où les pos.du tab. représentent les 



nombres premiers... et le chiffre ds le tab. l'exposant. */


class NombreNaturel {



private int[] fctorisation;



public NombreNaturel(String v) {

// ...

}



public NombreNaturel add(NombreNaturel a, NombreNaturel b) {




// Pas mal plus complexe! Même en trichant et en convertissant (Refactoriser!)



}


}

Alors l'addition sera l'enfer dans le 3e exemple, alors que facile dans les autres…
MAIS l'implémentation de l'algo d'Euclide par contre sera aisée avec la 3e !!!


... prendre l'exposant le plus petit à chaque case du tableau, et exprimer le nombre 


 obtenu!
Démo 2, mercredi 25 janvier 2006

class  List {

begin();


inserer(i);


enlever(i);

}

class ListNode {


Object e;


ListNode next;


Object value() {



return e;


}

}
class ListIte {


attribut valeur;


Object valeur();


avancer();


bool estFini();

}

class ListNodeIt {


ListeNode current;


advance();


isPostEend;

}

3.1:
Algo qui prend les positions citées dans la liste P dans L et les met ds une liste.

printLots(L, P) {









O(max{tailleL+tailleP})


LstIte itL = L.begin();






O(n)


LstIte itP = P.begin();



int i = 0, j = 0;


while (!itP.estFini()) {



j = itP.valeur();



for (i; i < j; i++) {




itL.avancer();




if (itL.estFini()) break;




}



System.println(itL.valeur());



itP.avancer();



}


}

3.6:
Algo qui permet de reculer l'iérateur dans une liste simplement chaînée.

retreat(L, itL) {


it1 = L.begin();



it2 = L.begin();



while (!it1.Fini()) {




it1.avancer();




if (it1.valeur() == itL.valeur())





retourner it2;




it2.avancer();



}

}
3.8:
Retirer l'élément suivant à l'itérateur.


removeNext(itR) {



it.current.next() = it.current.next().next();

}

3.9:
Trouver les éléments de l'intersection de deux listes triées.

intersect(L1, L2) {



it1 = L1.begin();



it2 = L2.begin();



while (!it1.isPastEnd())



while (it1.value() > it2.value() && pasàlafin)





it2.advance();




if (it1.value() == it2.value())





System.println(it1.value());




it1.advance();


}
3.15:
Jeu de patate chaude, N personnes, passé M fois en rond. Déterminer l'ordre de 



sortie.

Josephus(M,N) {














O(M(N)


ListCirculaire L = new ListCirculaire






O(N2)


for (i=1; i <= N; i++)




L.insert(i,i);



it = L.begin();



while (n>0) {



int b = M%N-1;



for (int i=0; i<b; i++)




it.advanced();


it.printNext();



it.deleteNext();



n--;



it.advanced();


}

}
3.17:
a) Algo pour renverser une liste simplement chaînée en O(n). b) sans liste extra.

a)
Inverser(L) {


List L' = new List();


it = L.begin();



while(it.isPastEnd())



L'.ajouter(L'.begin(), it.value())



retourner L';


}


b)
… inverser les liens …
Cours 6, jeudi 26 janvier 2006
Piles...

Avec un tableau (sans sommet):


P = {E0, E1, E2, vide, vide, ..., vide}

1) Utiliser null

2) private static Object vide = new Object();

public Pile() {


P = new Object[max_taille];


for (int I =0; i<P.length; i++)


P[i] = vide;

}

private int trouverPremierVide() {


...

}

public void push(Object o) {


int idx = trouverPremierVide();


P[idx] = 0;

}

Efficacité:
O(n) pour push et pop, sur une pile de taille n (pas fameux!)


Avec un tableau (avec un sommet):



(voir transparents)



Problème de limitation avec push, mais O(1).
Cours 7, mardi 31 janvier 2006

Implantation d'une queue:
(naïve)
Object[] Q;

public void enqueue(Object x) {


for (int pos=0; pos < Q.length; pos++)



if (Q[pos] == VIDE) {




Q[pos] = x;




break;



}

}











O(n), si n éléments dans la queue.












O(1), si on mémorise la position.
public Object dequeue() {


Object retval = Q[val];


for (int pos=0; Q[pos] != VIDE && pos < Q.length; pos++)



Q[pos] = Q[pos+1]


Q[Q.length-1] = VIDE;


return retval;

}











O(n), si n éléments dans la queue.
Nota:
Pour une queue d'entier, si on utilise des objets Integer, on prend beaucoup de place.

Mais si on utilise un int[], on n'a plus d'objet vide. (Un nombre illégal? pas beau!)

On peut aussi limiter à n-1 la talle maximale de la queue, (une de moins), ce qui permet de différencier la queue vide de la queue pleine.


[Livre]
Test d'overflow:
(fin-debut)%MAX_TAILLE == MAX_TAILLE-1

(et vérifier si pas négatif).

Ou alors on conserve une variable donnant le nombre d'éléments.

Efficacité de la solution sur acétate (enqueue ou dequeue):

O(1)

Implantation de la liste:


Implantation 1 (naïve):




insert:
O(n)


remove:
O(n)



Kth:

O(1)



find:

O(n)

...

Démo 3, mercredi 1er février 2006

3.20:
a)
Plus long pour la recherche (jusqu'à 2n)




Plus d'espace (jusqu'à 2n)




Si réinsertion, pas besoin de recréer



Effacement dans (2n) au moment voulu


b)
ListLazy {





int compteur, size;





insert (int position, Object o) {






int compteur = 0;






LinkedListItr itr = this.begin();





while (!itr.isPastEnd()) {






if (itr.current().isMarked())








continue;







else








compteur++;







itr.advance();







if (compteur == position-1) {







while (!itr.current().isMarked())








if (itr.value() == 0)










itr.current().setFlag(true);





etc.

ListLazyNode {


attributs List



+


boolean flag

3.24:
On remplit le tableau par les deux extrémités ...


void push(Object o, boolean liste) {




if (top1 == top2) alors erreur;



if (liste)




tableau[top1++] = o;




else





tableau[top2--] = o;


}




Object pop(boolean liste) {



if (liste)




if (top1 != 0)






return tableau[--top1];





else erreur;




else





if (top1 != tableau.length-1)






return tableau[++top2];





else erreur;



}

3.29:
a)
O(n2)


b)
O(n2)

même si on le fait moins souvent



c)
O(n(lgn)
n insertions, logn copies.
(l'espace grandi exponentiellement)

3.35:
Une liste chaînée avec un cycle.


a)
On prend un ListNode, on y ajoute un boolean flag, et on vérifie si on peut se 



rendre au bout de la liste sans tomber sur un flag déjà activé.



b)
Deux itérateurs qui n'avancent pas à la même vitesse, si ils se croisent, on a 



un cycle.
3.36:
Celui de la fin (b)

(
itrFin

void enqueue(Object o) {

insertAfter(itrFin);
(On créer, puis on refait les liens)


itrFin.advance();

}



Object dequeue() {



Object o = itrFin.Current().next.element;



itrFin.Current().next = itrFin.Current().next.next;



return o;



}

3.38:
a)
On insère après, puis on inverse les éléments de place.


b)
On inverse l'élément en position p et le suivant, puis on efface p+1.
Cours 8, jeudi 2 février 2006
Discussion sur le devoir...

1.e)
g(n)(nO(1) alors ( k>0 t.q. g(n)(O(nk)



ex.: 
g(n) =4n2





2(lgn+2 = a(lgn






2+2/lgn = a






g(n) = n2+2/lgn





2+2(log-1n ≤ 3 = 3(1
quand n≥4





donc 2+2/lgn ( O(1)






g(n) ( nO(1) ssi h(n)(O(1)  et  g(n)=nh(n)

1.d)
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ex.:
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, donc T(1)=1 ,  T(2)=1






Que se passe-t-il si on prend 3k comme n?


Ou mieux encore 3k ?






T(3k)=T(3k-1)+1=T(3k-2)+1+1=T(3k-3)+1+1+1=...=T(3k-i)+1(i=...=T(1)+k=k+1






T(n) ~=~ 1+log3n






Lemme:
T(n)(O(logn)






Je veux démontrer que T(n)≤c(log3n quand n≥N






T(x=1,2,3,4,5,...,9)=1,1,2,2,2,...,3)
Induction (hypothèse)

T(k) ≤ c(log3k
( N ≤ k < n

Je veux démontrer (*)
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-c+1 ≤ 0

(

1 ≤ c

On choisit c=2 ( N=3 (dans le lemme)

Preuve: (avec c=2 et N=3)


On vérifie directement que (*) est ok pour n=3, ..., n=9.


hypothèse:
T(k) ≤ 2(log3k








3 ≤ k < n








n > 9
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2em exemple:
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Ça devrait donner:
T(n) ( O(log n)



On a:
T(1) =1


Contruisons par induction:




T(k) ≤ c(ln(k)
( N ≤ k < n





[image: image15.wmf](

)

111

()1ln1ln1ln(1)ln31

333

nnn

TnTcccn

+++

êúêú

=+=×+£×+£×+-+

êúêú

ëûëû





En comparant ln(n) à ln(n+1), on voit que la pente sera de 1/x (dérivée de ln)




ln(n+1) = ln(n) + ( ≤ ln(n) + 1/n




Expansion de Taylor:
ln(x+a) = lnx + a/x –a2/x2 + a3/x3 + ... ≤ lnx + a/x



T(n) ≤ c((lnn + 1/n – ln3) + 1 ≤ c(ln(n)




+ 1 - c(ln3 + c/n





≤ c(lnn

(avec c=1000000 par exemple)

Sentinelles:

implantation avant:



tête



test pour position 1


Idée sentinelle:



Élément virtuel qui pointe vers le pemier élément.



Donc toujours un suivant, toujours un précédent, code plus simple



On utilise un peu plus d'espace.

Cours 9, mardi 7 février 2006
Listes doublement chaînées (Exemple des horaires de train):

Structure de donnée:


Une liste horizontale par station ayant un noeud par arrivée de train.


Une liste verticale par train ayant un noeud par heure d'arrêt.
Les deux listes sont doublement chaînées et utilisent les mêmes objets liés au noeuds.
Exercice sur la récurrence et la notation asymptotique:

1.
T(n)=T((n)+1


(
O(lgn)


2.
T(n)=T(n/2)+n



Substitution:
T(n) = T(n/2) + n = T(n/4) + n/2 + n = 1 + n(1+1/2+1/4+...)










< T(1) + 2n










( O(n)



(à prouver ensuite par induction)

3. T(n)
= T(n/2) + O(n)

≤ T(n/2) + c(n

≤ T(n/4) + c(n/2 + cn

≤ O(1) + c(n(1+1/2+1/4+...)

≤ O(1) + 2cn




( O(n)

Arbres binaires:

Le parcours de l'arbre binaire [p.14]:

Infixe:
1 3 4 6 7 8 8 9


Préfixe:
9 6 3 1 4 8 7 12

P.18, petite erreur dans les algo:


Min:




x ( racine




y ( null




while x != null





y ( x





x ( gauche(x)




retourner y




Max:




x ( racine




y ( null




while x != null





y ( x





x ( droite(x)




retourner y

Démo 4, mercredi 8 février 2006
4.2:
profondeur/hauteur



a) 0
4



b)
1
3



d)
2
1



h)
3
0



l)
4
0

4.3:
Profondeur/Hauteur de l'arbre:
4
4.4:
Montrer que dansun arbre binaire, de n nœuds, il y a n+1 liens nulls représentant 


les enfants.


Par induction, facile!



Ou simplement on voit que l'on a 2N liens-enfant et N-1 lien-parent. 2N(N-1)=N+1.
4.5:
Montrer que le nombre max de nœuds ds un arbre de hauteur h = 2h+1-1


Base:


h=1 ( 21-1 = 1
ok.



Hypothèse:
max(h) = 2h+1-1


Testons:

max(h+1) =?= 2h+2-1







max(h+1) = 2(max(h)+1







2((2h+1-1)+1 = 2h+2 -2 +1
 oui

cqfd

4.8:
préfixe:

- * * a b + c d e


postfixe:
a b * c d + * e -



infixe:

a * b * c + d - e

4.12:
class BinaryNodeIterator {



BinaryNode current;



BinaryNodeIterator(BinaryNode n) {

// Reçoit le noeud racine





current = n;




}




Object retreive() {





if (isValid())






return current.element;




}




Boolean isValid() {




return current != null;




}


}



void find(Comparable x, BinaryNode n) {



current = null;



if (n.element == x)





current = n;




else if (x > n.element)





find(x, n.right);




else





find(x, n.left);


}
4.13:
class BinaryNodeIterator {


BinaryNode current;
Stack s;



BinaryNodeIterator(BinaryNode n) {

// Reçoit le noeud racine





current = n;





s=new Stack();












}



public BinaryNode first(BinaryNode n) {





BinaryNode sNode = n;





while(sNode.left != null) {





s.push(sNode);






sNode = sNode.left;





}





return sNode;



}




public void advance() {




if (current.right != null)






current = first(current.right);





else if (s.isEmpty())





current = null;





else






current = s.pop();




}




public boolean isPastEnd() {





return isValid();




}


}

4.16:
public BinaryNode findMin(BinaryNode n) {



BinaryNode result = null;




if (n.left != null)





result = findMin(n.left);




if (result == null) {

if (!n.isDeleted())






result = n;




if (result == null) {





if (n.right != null)






result = findMin(n.right);




return result;



}

Cours 10, jeudi 9 février 2006

Prédécesseur:
Celui énuméré juste avant dans un parcour infixe.
Nombre de positions dans un arbre binaire complet:
2h+1 -1


( h+1 = lg(n+1)
(
h = lg(n+1)-1

Hauteur pour un arbre binaire de n nœuds. 
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On voudrait après insertion que h ( O(lgn)

(On sait que h ( ((lgn) obligatoirement)

Le pire cas: O(n) (tous à gauche ou tous à droite). Ex.: insérer 1,2,3,...,n en ordre

Bonne nouvelle:
En moyenne, h ( O(lgn), si on prend des permutations aléatoires.







h ~=~ 3lgn

Par contre, à noter, dans de grands exemples, on peut créer un débalancement si on 


prend le successeur toujours du même côté lros de la suppression.

Arbre balancés:
- Ajout:

O(lgn)







- Effacer:
O(lgn)

Cours 11, mardi 14 février 2006
Arbres balancés:

En faisant la rotation entre les nœuds x (enfant gauche) et y (parent) on ne change pas l'ordre infixe.

Rotation  droite:



tmp ( right (x)



right (x) ( y

parent(x) ( parent(y)

parent(y) ( x

left(y) ( tmp

parent(tmp) ( y

Hauteur de l'arbre:







/
0
si x est une feuille


hauteur(x): = <
-1 si x est null







\
max {hauteur(left), hauteur(right)}+1
(si x est un nœud interne)

Arbre AVL:

On stocke la hauteur à la racine.


La hauteur du sous-arbre gauche est égale ou supérieure de 1 à la hauteur du sous-
arbre droit à chaque nœud. (On rempli ligne par ligne par la gauche)
Lemme:


N(h) ≤ c((-1


où 
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(Preuve par induction ...)

c=2 est suffisant pour N(0) et N(1)


Nous donne que 2(h-1 ≤ n







(h ≤ (n+1)/2







h ≤ log(((n+1)/2) ~ 1.44(lgn ( O(log n)

Nota:
log*n est le nombre de fois qu'on prend le log pour obtenir une valeur < 1 .


n ( o(n(lg*n)
Arbre RN (rouge-noir):
1- rang(x) ≤ rang(parent(x)) ≤ rang(x)+1

2- rang(x) < rang(parent(parent(x))

3- feuilles:
rang(x)=0
rang(parent(x))=1

Théorème:
rouge ssi rang(x)=rang(parent(x))

1- Chaque nœud est rouge ou noir

2- Les feuilles nulles sont noires

3- Le parent d'un nœud rouge est noir.
(Donc jamais deux rouges de suite) (Donc au max ½ est rouge)
4- ( chemin de x à une feuille, le nombre de nœuds noirs = rang(x). (!!!)

(On va souvent noter le rang comme «la hauteur noire».



On a donc:
#total de nœuds sur le chemin ≤ 2(#noirs = 2(rang(x)






rang(x) ≤ h(x) ≤ 2(rang(x)


Théorème:



N(r) = # de nœuds internes dans le sous-arbre de x ≥ 2rang(x) -1.



n nœuds internes dans l'arbre 
n ≥ 2rang(racine)


rang(racine) ≤ lg(n+1)



h(racine) ≤ 2(lg(n+1)

Démo 5, mercredi 15 février 2006

Correction TP1:

Un truc pour se débarasser des plafond plus simplement. Évaluer le résultat de 2(f, qui normalement
sera plus élevé, donc, pour l'ordre ça ne change rien. ( |¯(n¯| < 2(n )
Intra d'une année précédente:


4)



a) La condition qui doit être satisfaire par chaque nœud pour que l'arbre soit AVL




|hauteur(n.left) – hauteur(n.right)| ≤ 1


b)
HB[1]=AVL, HB[k](diff≤k


1)
AVL + R/N



( arbre binaire, noeud seul

2) HB[2] et pas AVL

(
une branche seule de 3 éléments

3)
Pas AVL + R/N


(



n











n

r











  n n  n   n













n n n r















nn
4) Pas AVL + Pas R/N

( branche droite RNRN



c) Comparer profondeur max de AVL et de R/N:




Profondeur max du R/N > Profondeur max AVL

p-max de AVL ~ 1.44lgn

p-max de R/N = 2lg(n+1)

4.19) Insérer ds un arbre AVL vide: 2 1 4 5 9 3 6 7






2














2





1     4












1
   5






  5

plus AVL donc




       4   9








9

ensuite rotation





3









sur le nœuds pas AVL(5)



première rotation:

2



deuxième:

4











1
   4






2     5












 3
  5




  1 3     9













   9

Cours 12, jeudi 16 février 2006
Peu probable mais intéressant de penser à la supression d'un nœud sur arbre R/N pour Intra.
Réponse à question d'exam:
Expliquer / pseudo

(au lieu de coder donne plus

 de points si erreurs.)
Examen:
Acétates + livre jusqu'à chapître 4 (jusqu'à AVL + R/N)
Démo 6, mercredi 22 février 2006

Correction Examen:

1)
a)
(
b)
(
c)
o
d)
w
e)
(
f)
o

2)
Pile<->file:
Deux façons, soit en garder un pointeur sur la tête et au pop en 








faisant un tour complet, soit un compteur qui permet de boucler n-1 







fois. Donc push, O(1) pop O(n) et isEmpty O(1).
3)
Parcours(x)



if (x==null)




return;



parcours(x.right)



print(x);



parcours(x.left);

4-
a)
else taille(x) = taille(left(x)) + taille(right(x)) + 1;
b)
while(k!=taille»(left(x)+1))

(version non-récursive!)


if (k<taille(left(x)+1)

x=left(x);




else
x=right(x);






k=k-(taille(left(x))+1;


c)
1)
Insertion d'un nœud:




- Ajoute 1 à la taille de chaque nœud listé en descendant.



2)
Delete:




- Enlever à chaque nœud visité en descendant (attention si pas présent!)




Insertion:




- Si un seul enfant, on remplace




- Sinon, findMin à droite (en faisant -1 en descendant)



- Remplacer le nœud à effacer par le nœud trouvé.



- Sa taille va être celle du nœud à effacer -1


3) Rotation:


k1=k2.left



k2.left=k1.right



k2.taille=k2.right.taille+k2.left.taille+1



k1.right=k2



k1.taille=k2.taille+k1.left.taille+1



retourner k1;



Toutes les opérations sont équivalentes à rechercher le k-ième élément et 





éventuellement faire des rotations au besoin. Donc, dans le pire cas, le k-ième 



élément est une feuille. Donc le nombre de ocmparaisons pour arriver au ≤ hauteur.


nb-comparaisons ( O(lgn). (Les rotations ne demandent pas plus que O(lgn) aussi).


d)
L'arbre est meilleur pour l'insertion à k.
logn ≤ n





   meilleur pour effacer



" "







meilleur pour trouver k



" "



Tableau plus rapide pour trouver le k-ième, plus lent pour les autres fonctions.
5-
1.
i)

noir par #3





ii) 
rouge, rouge, noir:  preuve par contradiction












rrang(x)=rrang(y)=rrang(z)
contradiction de #2.



iii)
noirs:




- toutes les feuilles sont noires (#i)
· leur rrang = 0 par #3.

· En descendant, la rencontre d'un nœud noir décrément le rrang. Parce que rrang!=rrang de parent (pas rouge)

· Par #1 on voit qu'on décrément seulement de 1.

Puisque x a un rrang donné et qu'il fait parti de tous les chemins, il faut décrémenter  un nombre égal de fois pour arriver au 0 des feuilles.

2. Preuve:



Base: 1≥20-1 ... ok



Supposons vrai pour un arbre de hauteur h-1, donc vrai pour les enfants de x.



NbN(x) ≥ 2rrang(x.right)-1+2rrang(x.leftr)-1 +1 (racine)




Pire cas:
x.left et x.right sont noirs !






 ≥ 2rrang(x)-1 + 2rrang(x)-1 -1





 ≥ 2rrang(x) -1






cqfd

2a.
h(x)≤ 3rrang(x)



Par le théorème 1.ii, on peut seulement avoir deux rouges de suite (jamais 3).



Par Th.1.i, les racines sont noires



Pire cas: x est rouge, un de ses enfant est rouge et la branche contient 








 toujours deux nœuds rouges pour un nœud noir et on fini par noir. 







 (feuilles noires)



La longueur du chemin ≤ nombre de nœuds noir + nombre de noeuds rouges sur notre 










pire branche.











 ≤ 3*nombre de nœuds noirs










 ≤ rrang(x)







cqfd


2b.
h(x) ≤ 3(rrang(x) par ce que l'on vient de prouver.



Par le théorème 2, on a 2rrang(x) -1 ≤ n+1



Donc rrang(x) ≤ lr(n+1)







  ≤ plancher(lg(n+1))

(Parce que c'était le pire cas)




Donc h(x) ≤ 3(plancher(lg(n+1))




( h ≤ 3(plancher(lg(n+1)) est pire que AVL qui est de h ≤ 1.44lg(n) et pire de 




R/N qui est de h ≤ 2(plancher(lg(n+1)). Par contre les rotations sont moins 




fréquentes.

6-
Base:
Vrai pour f2 ... trivial.
Supposons vrai pour fn :

fn=fn-1(fn-2

Posons le remplacement de fx = R(fx) 
tel que R(fn-1)=fn


fn+1 
= R(fn)





= R(fn-1(f-2)





= R(fn-1)(R(fn-2)





= fn ( fn-1




cqfd

Cours 13, jeudi 23 février 2006
AVL:

Variable pour la hauteur:



-1 0 1, donc 2 bits

R/N:


Variable pour rang (hauteur noir):
1 bit (pour la couleur)

Rotations sans test de balance ?


Ça marche! (Donc pas besoin de stocker d'autres infos)


- Dès qu'on accède à un noeud x (résultat recrche, élément inséré, parent de l'élément


  supprimé, peu importe) on fait des rotations, ce qu'il faut pour amener x à la 


  racine.


- Le temps de calcul dépend donc de la profondeur de x.

- Le temps MOYEN des opérations est O(logn)
- «Coût amorti»


- Et on n'a pas besoin de faire des rotations.




Splay(x)





while(parent(x) != null)






gp ( parent(parent(x))






if (gp = null)







// Cas 1







Rotation gauche ou droite






else







Rotation double (spécifique, voir notes+livre)   *** ??? *** ( (
Remarque:

mi-balancé:
hauteur/rang ≤ 2((la plus petite profondeur de feuille)

Arbres à plusieurs valeurs/plusieurs enfants par noeud.

Ex.:
4 enfants ordonnés et 3 valeurs (lisible en infixe)


- On veut que la profondeur des feuilles soit la même.

Exemple:
Transformer un R/N en 2-3-4


Quand on a un noeud rouge, on le fusionne à son parent.

Ce qui force la propriété des feuilles à même profondeur.


Note:
La transformation ds ce sens est sans ambiguïté




Dans l'autre sens, si on a 3 enfants, ambiguë, sinon ok.

Cours 14, mardi 7 mars 2006
Idée: Ne mettre que les clés dans l'arbre de recherche. Aux feuilles, on aura mis les 



clés et les pointeurs vers le vrai stockage. Les noeuds internes ne servent qu'à 


contenir des clés pour la recherche... par exemple le min du sous-arbre droit.

Clés ~ 4 lettres ...
On en a m par noeud. (Donc m+1 sous-arbre possibles, (m+1)/2 au min)

à profondeur d > 0, on aura 
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Taille d'un noeud interne:
(m-1)(|clé|+M(|pointeur| = 8k = (m-1)(4+m(8 ( m ≤ 683



... qui nous permet de déterminer le type optimal du B-arbre.
(Voir formule p.66)
En résumé:

Ensembles dynamiques



( Recherche





(binaire)





O(logn)


Pire cas / Moyen / Amorti (splay)





(B+-arbre)





O(logn/logm)



( insertion/supression



O(log n)

Files de priorité / Queues prioritaires:

Ex.:
On cherche les m plus grands éléments d'un tableau


Solution 1:
Utiliser un tableau B. Si élément plus grand que le plus petit de B, 






alors insérer dans B et éjecter le plus petit de B...




for (i=1..n)




comparer A[i] avec B[1..n]




(*): Trouver






B[j-1] A[i] ≤ B[j]

(Recherche dichotomique)






décalage par la gauche pour B[1..j-1]






Temps de calcul:
O(n(M)



Solution 2:




for (i= 1..n)





insert(A[i], H)





if (i>M)






deleteMin(H)




(*): Temps de calcul:
O(n(logm) , mieux!

nota: p.5, on va du côté du plus petit, sinon ça ne marche évidemment pas.

Comparable[] H;


pour noeud en pos H[i]



gauche:
H[2i]



droite:
H[2i+1]



parent:
plancher(i/2)

(i > 1)

notons que:
11 = 10112 ( 1012 = 5




















(on enlève le bit le moins sign)


Ex.:
Pour insérer 3 dans [x|1|4|11|12|8], on met la «bulle» en position 6, on 





déplace le 11 en position 6 puisque 3<11, et ensuite ocmme 3>1, on place 3.




Voir p.8

Démo 7, mercredi 8 mars 2006

4.27:
On accès à 3, 9, 1, 5.



4.28:
Effacer 6.
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Effacer 6:


4.29:
Montrer que si on accède séquentiellement tous les noeuds d'un arbre déployé, on 


obtiendra une longue branche gauche.


Base:


Tous les cas (5) d'arbre à 3 noeuds donnent ce résultat.



Hypothèse:
Supposons qu'accéder n noeuds dans l'ordre nous donne une succession 






d'enfants gauches avec nième noeud comme racine.


Prouvons pour l'accès de (n+1)e noeuds (Il sera forcément seul à droite de la racine 



puisqu'il est plus grand que tous les autres qui sont en ligne à gauche de la 



racine, par la propriété des arbres de recherche).




Et si on l'accède, on fera une rotation qui le placera en racine et 







l'ancienne racine à sa gauche. CQFD
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H2005(Fam):
Arbre 2-3-4, ajouter 2, 15, 12, 8, 27, 24, 18, 32.
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H04F(a):
Transformer l'arbre noir-rouge en 2-3-4:



On fusionne simplement les enfants rouges avec les parents.
(b):
À quoi correspond la correction d'un double-rouge?
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À un fractionnement:


(1a):
Pourquoi ne pas laisser un noeud vide et pourquoi ne pas l'effacer tout 





simplement (sans essayer de voler au parent ou au voisin).




Toute une partie de l'arbre pourrait être vide et on perdrait ainsi la borne 




O(logn) pour la recherche (l'arbre pourrait devenir dégénéré).
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(1b):
Parce que après avoir effacé plusieurs noeuds, on serait en O(n) pou trouver 1.

(6.2a):
Insérer dans un monceau 10, 12, 1, 14, 6, 5, 8, 15, 3, 9, 7, 4, 11, 13, 2.
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ATTENTION: toujours un enfant

de plus que de chiffre dans le noeud.







    
10




10,12





1,12,10





1,12,10,14





1,12,10,14,5





1,6,5,14,12,10





...

1,3,2,6,7,5,4,15,
      14,12,9,10,11,13,8
Cours 15, jeudi 9 mars 2006
Pour la construction du Heap, l'algo astucieux fait couler systématiquement, mais en partant dela fin (feuilles), pour chaque élément.
Ex.:
[12|4|1|8|7|3|2|5]


...



[1|4|2|5|7|3|12|8]

La somme des hauteurs, ce qui donne la borne du temps pour tout couler, est linéaire, donc l'algo est en O(n).
Tri













(Le vrai heapsort va profiter de l'espace

A
{tableau source}







 libéré à la fin du vecteur pour stocker

Heapify(A)




O(n)




 les éléments triés.)

for(i=1..n)




n X


v ( deleteMin(A)


O(lgn)


B[i] ( v


Retourner B










(
O(n(lgn)

Cours 16, mardi 14 mars 2006
Prof suppléant:
Sylvie Hamel, maps.pdf, hashage.pdf

Algorithme inserer (k, v)




// Dans une maps, en modifiant si déjà (

noeud ( tête de la liste


bool ( false


Si taille = 0 alors



créer un nouveau noeud



insérer (k,v) dans ce noeud


Sinon



Si taille = 1 alors




Si noeud.clé = k alors





retourner noeud.valeur

// Pour pas perdre la valeur





bool ( true





noeud ( (k,v)



Sinon




Tant que noeud a un suivant, faire





Si noeud.clé = k alors






retourner noeud.valeur






bool ( true






noeud ( (k,v)





Sinon






noeud ( noeud.suivant



Si bool = false




insérer (k,v) à la fin de la liste




taille ( taille + 1




retourner null

Le nombre de fonctions de hachage qui assignent les positions de n entrées dans un tableau de taille m est mn.

Par contre, pour les fonctions de hachage parfaites, on en a m!/(m-n)!

Ex.: Pour 50 entrées sur 100 cellules, on a 10050 fonctions de hachage possibles (~10100), mais seulement 100!/50! (~1094) fonctions de hachage parfaite. (1000000x moins).

Objets arbitraires –code de hachage-->

entiers éparpillés –-fonction de compression-->
0..n-1

Méthode polynomiale:


"stop" ( 115(20 116(2 111(2² 112(2³ = 1687

"tops" ( 116(20 111(2 112(2² 115(2³ = 1706

Le polynôme p(z) peut être calculé en O(n) en utilisant la règle de Horner:


( Les polynômes suivant se calculent en temps constant .



p0(z) = an-1



pi(z) = an-i-1 + z(pi-1(z)


( p(z)=pn-1(z)



Ex.:
p(2) = a0 + a1z + a2z2 + a3z3


(n=4)





p0(z) = a3




p1(z) = an-z + z(p0(z) = a2 + z(a3




p2(z) = an-3 + z(p1(z) = a1 + z(a2 + z(a3) = a1 + a2(z + a3z2




p3(z) = p(z) = a2 + z(p2(z) + a0 + a1(z + a2(z2 + a3(z3





(on multiplie par la droite le polynôme)
Facteur de chargement de tableau:


plafond(n/N)

(n=nombre d'entrées sur N=taille du tableau)


insérer, supprimer et trouver ( O(plafond(n/N))

Démo 8, mercredi 15 mars 2006

6.26:
Ajouter à un monceau: 10,12,1,14,6,5,8,15,3,9,7,4,11,13,2.
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(On fait percoler vers le bas les valeurs plus grandes que les enfants en prenant la 
plus petite pour échanger en partan du milieu et à rebours.)

6.3:
Effacer le minimum.
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(On met la valeur du denier élément de l'arbre à la racine dont on a retourné la 
valeur, puis on le percolate down.)

6.8:
a)
Par contradiction, si le max n'Est pas à une feuille, alors il a au moins un 




enfant plus petit que lui (il est le max) ce qui contredit l'ordre du monceau.


b)
Pour prouver qu'il y a au moins plafond(n/2) feuilles.



Indution constructive sur h.



Base: h=0, 1 noeuds, plafond(1/2)=1, ok.



Hypothèse:
On suppose que c'est vrai pour hauteur h.




Voyons pour h+1:
heap de hauteur h+1 = heap de hauteur h où chq feuilles 


















 a maintenant deux feuilles enfant.










nb feuilles = 2 x plafond(n/2)










nb noeuds de l'arbre = plafond(n/2) vieilles feuilles
















  + plancher(n/2) vieux noeuds

















  + 2(plancher(n/2) nouvelles feuilles










Donc, le ratio est: 2(plafond(n/2)
















  --------------- = plafond(nouveau total/2)















  n+2(plafond(n/2)













(deux cas à vérifier, pair et impair...)

6.10:
a)
Sortir en O(k) toutes les valeurs d'un monceau < X où k est le nombre de noeuds 



sortis.



( DeleteMin (logn) coûte trop cher.




Parcours en préfix avec test plus petit...





printAllLess(x,i)





if (heap[i] < x && heap[i]!=null)





print(heap[i])






printAllLess(x,2*i)






printAllLess(x,2*i+1)
b)
Oui, ça s'applique même aux heap d'arité plus élevée.
c)
Vérifier avant-dernière ligne et se déplacer depuis là.

6.14:
Le parent ou les enfants d'un élment en position i d'un heap.


parent:
plancher(i/2)



enfants:
d*i+(d-1) = (d+1)*i-1

6.17:
a)
Un algo pour merger deux heap de même taille et complets si bâti par liens.



Mettre l'élément en bas à droite d'un des deux comme racine ayant pour enfant 



les deux anciennes racines.. et percoler.
b) Si les hauteurs diffèrent de 1. Mettre le plus petit arbre à droite et prendre l'élément à la fin de celui de gauche comme nouvelle racine...

c) En logn(logn, un algo qui pour deux heap de hauteur différente.
Prendre les sous-arbres en bas à gauche du plus grand qui ont la même hauteur que le plus petit. et les merger, puis les réinsérer en faisant des percolations jusqu'en haut. (+ ou -) ( logn arbres en logn

6.38:
... la valeur des noeuds est notée comme des deltas par rapport à la racine.
7.12:
Trier par heapsort une liste déjà triée prend...?



O(n(logn) puisque doit percoler au complet à chaque élément.
Cours 17, jeudi 16 mars 2006
Problème:
Trouver le nombre minimum de CD à utiliser pour stocker des infos de tailles 




différentes.


On va utiliser une heuristique:



1- Utiliser le premier disque avec suffisament d'espace.


2- Utiliser le disque auquel il reste le plus d'espace libre.
(Worst fit)
- [TP3]



3-
Utiliser le disque auquel il reste le moins d'espace libre.
(Best fit)





WorstFit:






Initialiser monceau H





Pour i=1..n







disque ( H.findMin()







Si disque.espace > ti








placer ti sur le disque








H.deleteMin





// Changer la priorité du disque








H.insert(disque)







Sinon








nouveau disque ( ti








le mettre sur H





Nota: Disque doit implémenter Comparable (!)

Problème de jeu, tâches à accomplir en ordre...


Ne pas granulariser le temps... plutôt mettre sur un monceau les tâches selon leur 
délais. Docn on les prend en temps voulus directement.

Problème de jeu, labyrinthe:
Le plus court chemin entre 2 points...

Mettre sur un monceau les chemins calculés depuis un heuristique.

Cours 18, mardi 21 mars 2006
Paradoxe des anniversaires:


Supposons une distribution aléatoire, indépendante et uniforme des valeurs.


Avec seulement 20 individus, on a environ 41% des chances d'avoir un doublon!


plus précisément, la probabilité de n'avoir aucune collision est < 
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Fonction de hachage par multiplication:


( = 0.6
(mauvais choix, mais pour l'exemple)

k = 122  (la clé)

((k= 73.2

{a(k}=a(k-plancher(a(k)=0.2

on prend alors: h(k)=plancher(0.2(M)

Un bon choix de ( serait souvent: 
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Hachage universel:


Prenons un vecteur, par exemple une chaîne "MIKLOS" (longueur r+1)


Pour chaque case du vecteur, on effectue une fonciton de hachage, on additionne 
ensuite les résultats et on garde le modulo M.



Donc,

hi(k) = ai(k mod M
ex.:
M=17



r=2



x=<1,3>



y=<5,8>




Collision seulement si:
(a0(1-5) + a1(3-8)) mod 17 = 0











(
-4a0 – 5a1 = 0 (mod 17)













4a0 + 5a1 = 0 (mod 17)













4 + 5a1 = 17m  (m quelconque)












( a1 = 6 (par exemple)












on obtiendra 17 solutions (paires a0 a1) (17 premier)
En général, on aura Mr solutions à cette équation. Mr+1 choix.

La probabilité de collision est donc Mr/Mr+1=1/M, l'idéal! Le nombre de collisions ne 
dépend donc pas des clés.

Combiner ainsi des fonctions de hachage est ce qu'on appelle le hachage universel.

Démo 9, mercredi 22 mars 2006
5.1:
4371,1323,6173,4199,4344,9679,1989 dans uen table de hachage  h(x)=x mod 10

a) liste chaînées...


0:



1:4371



2:



3:1323(6173



4:4344



5:



6:



7:



8:



9:4199(9679(1989


b) dépl.linéaire


0:9699



1:4371



2:1989



3:1323



4:6173



5:4344



6:



7:



8:



9:4199


c) quadratique


0:9679



1:4371



2:



3:1323



4:6173



5:4344



6:



7:



8:1989*


9:4199


d) double hach.7-xmod7


0:



1:4371


2:



3:1323


4:6173


5:9679


6:



7:4344


8:



9:4199
1989bug!!!

note: Pour le quadratique, on calcule la position à partir de celle de départ.

Pour le double-hachage, à partir de la nouvelle position d'essai.

5.6:
a)
FindPos(x)



(linéaire par soucis de simplicité ici)

int currentpos = x.hach(tablesize)

while(arraycurrentpos] != null && !array[currentpos].element.equals(x)




&& isActive))

++currentpos % tablesize;

return currentpos;

b) Plus rpaide s'il tombe sur un dummy


Dans bcp de hashtable, y a pas d'effacement (donc on test dummy inutilement)

5.8:
linéaire: 

simple, assez rapide
/ gros culsters



quadratique:
un peu moins simple / encore des clusters (moins gros), possibilité 













d'échec si le tableau est plus qu'à moitié plein.

double hachage:élimine le clustering / aussi besoin de taille premier, 2em calcul.



chaînage:

effaçage facile, performance dégrade moins rapidement en rapport au 







nombre d'éléments (encor eok à + de n/2) / coûteux en new
5.10:
L=nombre de caractères moyen d'un mot.



nbMots= 30000



nbOctetsPour1mot=L+1



motMoy=7 lettres



en quadratique,




donc 2*(30000*(7+1))=480000




nota: pour être plus précis, on devrait utiliser le premier nombre premier après 




60000 qu'on multipliera ensuite par 8.

5.11:
(a) est vrai


c)
300 007 bit


d) c'est la probabilité d'avoir une collision.

si la fonction de hachage est bonne le résultat va être à peu près aléatoire, donc on peut entrer en collision avec des mots déjà dans la table (qui représentent envison 10% de la table, donc 10% d'erreur.)



e) pour 20 pages, on trouve 54 erreurs sur 60, donc pas trop mal.

Cours 19, jeudi 23 mars 2006
Supression dans la table de hachage:


Si on n'utilise pas des structures à chq position de la table, un bon truc est 
d'utiliser une lazy deletion. (Pa exemple avec une 2em table de boolean)

Quand ( devient trop grand: (n/2 ds quadratique, n quand linéaire, etc.)


M ( M' > M


rehachage:
allocation de l'espace pour M' puis énumérer les éléments et les insérer 





dans la nouvelle table.




Le coût amorti du recopiage pour toute incrémentation linéaire prend ((n2)



Le coût amorti du recopiage pour une incrémentation par un facteur quelconque

( T ( T(b où b > 1 ) prend ((n)




((n) pour insérer n éléments, donc on reste en O(1) pour insérer un élément.


En agissant de la sorte, avec un ratio par exemple de 2, il est à noter qu'à un moment donné, il y aura l'espace utilisé par l'ancienne table *3 comme espace total alloué, ce qui ets très grand.
Cours 20, mardi 28 mars 2006

Pour stocker un sous-ensemble de taille M d'un ensemble de taille n.


find(t)



recherhce binaire: plafond(lg(M+1))


but: implanter find(t), en examinant 1 (ou 2 ou 3) cases mémoire de taille O(M)


peut-être M=2 M=3 ?



1-2

1-2



2-3

2-3



1-3

3-1


find(2):



est-ce que A[1]=2?



est-ce que A[2]=2?



est-ce que A[1]=3?

Problème:



100 personnes, 49 couples, 51 vélos.



1- Si couple présent, alors un vélo (femme)



2- Si un seul du couple, il prend un vélo



3- les célibataires prend un vélo qui reste





find(t) A[i]: ik si k≤1≤1




( Vérifier qui est sur son vélo






Si c'est k, alors k est là





( Si c'est une femme






alors k n'est pas là





( Si c'est un homme

alors k est là.





Personnes:

k






 A[ ]






homme#1

1
52


femme#1

1
v#1






...






homme#49

49
100

femme#49

49






céli#1

50






céli#2

51





ensemble S:
Si

ex.:
n=10
m=6
S={1,5,7,8,9,10}


F= 7 8 9 0


     [ | | | | | ]

(
[5|8|9|0|1|7]


H= 1 2 3 4 5 6







On a placé 8,9 et 0 directement, puis on s'assurer de placer 1,7 








(deux d'un couple) mais pas à sa place! 5(célibataire) on s'assure 







qu'il n'est pas à sa place.




2 est-il là? On regarde en position 2, on trouve 8, donc on sait que 2 pas là





etc.

Graphes:

...

Sous-graphe "engengré": qui contient toutes les arêtes liées au sommets repris.


Mémo:
V=vertex, E=edge

Parcours-profondeur(u) 



/* O(|E|) */


<pré-visite de u>













// genre de préfixe



marquer u



pour tout v ( Adj[u]




Si v n'est pas marqué alors Parcous-profondeur(v)



<post-visite de u>












// genre de postfixe


Parcours-largeur(u)




/* O(|E|) */


Q.enqueue(u)



tant que Q!=0




v ( Q.dequeue



si v n'est pas marqué




+ ou -, pas tout à fait ça...




pour tout x ( Adj[v]

Q.enqueue(x)





marquer v
Cours 21, mercredi 29 mars 2006
Petit ajout sur le hachage:


Double-hachage: si h(x) pris, alors on se déplace en h(x)+c, +2c, +3c, ... où c=h'(x)



Temps de calcul:
1/(1-()
(infructueuse)



Case vide




Cas h(x):

1-(



Cas h(x)+c:

(((1-()




Cas h(x)+2c:
(2((1-()
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Retour aux graphes:

Le parcours en profondeur utilisera une pile.


Le parcours en largeur utilisera une queue.



i.e.:
Lors de la visite d'un sommet

pour chaque Adj[u]

si v n'est pas marqué


A.add(uv)







(push ou enqueue!)

marquer u





Pour choisir le sommet à visiter






Tant que







uv ( A.get








(pop ou dequeue!)






si v n'Est pas marqué







marquer v
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Sommet
Queue



Sommet
Pile



a

ae ab




a

|ae ab



e

ab ec ef



e

|ec ef ab



b

ec ef




c

|cb cd cf ef ab


c

ef ec cd



b

|cd cf ef ab


f

cf cd fd fg


d

|cf ef ab


d

fd fg




f

|fg ef ab


g

-





g

|ef ab
Tri topologique:
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Dans un graphe orienté et acyclique.



a, e, c, f, d, g, b







g, d, b







g, b, d



(tjrs les préalables avant)


Avec un parcours en profondeur + instructions


postfixes:


a(7)


(a n'a pas de précédent)



e(6)





c(5)






d(1)






f(4)







g(3)








b(2)

et on prend tout simplement l'inverse (empiler à postfixe).


Autre solution:

Maintenir le nombre de prérequis à satisfaire.


{SD ( ensemble des sommets avec tous les prérequis satisfaits.}


Pour tout u ( V
















O(|E|+|V|)



prerequis(u) ( degré rentrant




Si 0, alors Q.enqueue



Tant que Q n'est pas vide




u ( Q.dequeue()




Pour tout v ( Adj[u]














O(|E|)




prerequis(v)—





Si prerequis(u) = 0






Q.enqueue(v)

























( O(|E|+|V|)
























(mais + de var)

Arbre couvrant minimum:

Par Boruvka: Chaque noeud se dirige vers le plus proche au premier tour, au second 






 tour, chaque groupe se dirige vers le plus proche, etc. (Bug si poids 






 égaux!)
Cours 22, jeudi 30 mars 2006
Observations sur les ACM:

#1: Si j'ai un cycle, alors il existe un ACM qui n'inclut pas l'arête de valeur max.


#2: Il existe un ACM qui inclut l'arête de valeur minimale parmi toutes celles qui 



 sépare deux sous-groupes.




Déf.: Coupure. Une arête uv traverse la coupure ssi u(X et v(X  ou  u(X et v(X

Coloriage des arêtes:


Règle bleue:
Choisir une coupure sans arête bleue et colorier UNE arête minimale qui 





la traverse en bleu.


Règle rouge:
Choisir un cycle sans arête rouge et colorier une arête maximale en 







rouge.


Théorème:
1- Il existe toujours un ACM qui inclut toutes les arêtes bleues et aucune 





des arêtes rouges.






2- S'il existe une arête non-coloriée, alors on peut appliquer une des 







deux règles.

Démo 10, mardi 4 avril 2006

9.1:
Q: s,G,D,H,A,B,E,I,F,C,J ...
9.2:
Résultat différent, mais tri topologiquement quand même correctement.

(Pas d'avantage)

Pile:

plus intuitif pour les trajets (avions, autobus, etc.)




(Style recherche en profondeur)

Queue:
plus intuitif pour les parcours (académiques avec préalables, etc.)




(Style recherche en largeur)
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9.5:
a)


Dijkstra:
(entre parenthèse, le contenu du monceau (à la fin))

	Connus:
	
	A

(CB)
	AC (BDE)
	ACB

(EGD)
	ABDG

(ED)
	ABDGE

(FD)
	ABDGEF

(D)
	ABDGEFD

()
	+court chemin

	A
	0
	
	
	
	
	
	
	
	A

	B
	(
	5-A
	
	
	
	
	
	
	AB

	C
	(
	3-A
	
	
	
	
	
	
	AC

	D
	(
	(
	10-C
	
	
	9-E
	
	
	ABGED

	E
	(
	(
	10-C
	8-B
	7-G
	
	
	
	ABGE

	F
	(
	(
	(
	(
	(
	8-E
	
	
	ABGEF

	G
	(
	(
	(
	6-B
	
	
	
	
	ABG




b)
Disjkstra, mais sas revérifier les valeurs obtenues...
(Utiliser une queue)


Queue:
B,C,E,G,D.



(Peut pas prendre une pile!)




A:
BCDA

E:
BE





B:
B


F:
BEF




C:
BC


G:
BG




D:
BCD
9.6:
O(|E|(logd|V|)

(où d est l'arité du monceau)
9.10:
a)
On ajoute un tableau «count[]» qui contient |V| entrées.




Dans le cas où dv + cvw = dw coût déjà inscrit au tableau






On incrémente le count[w] par le count[v].





Si dv + cvw > dw on ne change rien (chemin plus long!)





Si dv + cvw < dw alors on affecte count[v] à count[w].



b)
On ajoute un tableau «edge[]» donnant le nombre d'arcs pour ce rendre au noeud.




Si on a une égalité, mettre à jour précédent de w ssi ... bla
9.15:
Trouver arbre couvrant minimum du graphe non-orienté (par Prim).


Heap:
A(0),  B(3),E(4/2),D(4),  F(3),C(10/6/1)[G],  H(2),I(1),  J(7)[I],  G(2)[E]



[noter aussi les précédents et les mettre à jour(petit oubli au début ici)]



( BA CG DA EB FB GF HE IE JI


(par Krustkal)




On prend à chaque fois le plus petit de la liste triée des arêtes (ou dans un 



heap) sauf s'il relie deux noeuds déjà dans le set.



( même arbre (bien sûr!)



Il peut exister plusieurs résultats différents si on a des arêtes de même poids.
Démo 11, mercredi 5 avril 2006

9.20:
On fait la même chose sauf qu'on prend l'arête maximale (...) dans Prim ou 




Krustkal.

9.23:
Fouille en profondeur et compter un à chaque fois qu'on tombe sur un noeud déjà 



visité.

9.36:
Prim, Krustkal et Dijkstra (tout fonctionne), sauf que la matrice d'adjacence doit 


être en 3D, etc.

9.38:
a)
On considère seulement (x,y). On trouve la pente et l'ordonnée ax+b. On trouve 



le point d'intersection. S'il existe à l'intérieur des 4 points limites alors 



ils sont reliés. Vérifier la coordonnée z pour les deux bâtons à 0 point. Le 




plus haut est pas-dessus l'autre.



b)
Les noeuds sont les bâtons. Si b1 estau-dessus de b2, alors on trace un arc de b1 



à b2. Faire le tri topologique pour déterminer l'ordre. Si on a un cycle, on ne 



trouve plus de n_degré=0 même s'il reste des noeuds à visiter, donc pas d'ordre.

9.39 <<<<<

9.41:
Tri topologique et on arrive à une situation où aucun noeud n'a un in-degree=0 et 


il reste des noeuds à visiter. Prendre un noeud non-marqué au hasard et suivre les 


arcs à l'envers. Dès qu'on boucle, on a trouvé le cycle.

9.42:
On prend les deux premiers noeuds dont on conservera au maximum un des deux comme 


candidat, que l'on testera avec le 3e, etc. On testera le gagnant avec tous les 



noeuds pour voir s'il est vraiment un puit. (Donc 3n opérations, donc O(n)).

Nota sur les packages:

package ift2010;

// le fichiers est dans ./ift2010/maclasse.class
import ift2010.*;

utile:
dans .bashrc:
export CLASSPATH=$CLASSPATH;.;

javac –d va créer l'arborescence.
9.49:
Les équipes sont des noeuds. On trace une arête du gagnant vers le perdant pour 



toutes les parties. Tenter le tri topologique, s'il réussi alors on a notre ordre 


correct par définition du tri topologique.

9.50:
Les mots sont des noeuds. On trace une arête entre deux mots qui n'ont qu'une 



lettre de différente. Recherche en profondeur d'un noeud en tantant de trouver  



l'autre.
9.51:
Les monnaies sont les noeuds. Les arcs sont les taux de change. Trouver un cycle 


dont la multiplication des poids des arcs >1.

9.52:
Noeuds=cours. Arcs, prérequis pointe vers cours suivant. Trouver le plus long 



chemin qui se rend à chaque noeud. La distance du noeud donne la session à laquelle 

le noeud est suivi. (On doit procéder par fouille en largeur (Queue)).
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Ancien final:


Pile:

a,h,f,g,c,e,d,b

(profondeur)
Queue:
a,b,h,c,d,f,e,g
Cours 23, mardi 11 avril 2006
FINAL: Feuille de note ET Cumulatif

Prim (code):

On choisit un noeud

Tant qu'il reste un noeud non marqué



On ajoute au monceau toutes les arêtes du noeud actuel


On prend la plus petite arête dans le monceau qui relie à un noeud non-marqué

Dijkstra:


Attention aux cycles de poids négatif.


Chemin simple le plus court (on évite les cycles de poids nul)



Simple: on ne repasse pas par le même noeud

Bonnes idées:


Si pas de cycle, utiliser le tri topologique (linéaire) comme ordre d'exploration.



S'il n'y a pas d'arc négatif, prendre le sommet étiqueté minimum (monceau)


Si arc négatif(s), le sont étiqueté le moins récemment (queue)



Si cycle négatif, beurk.

Démo 12, mercredi 12 avril 2006

Écrire un algo pour la rotation double:


void doublerot(Noeud noeudpasavl) {



Si hauteur(droite) > hauteur(gauche)




rotdroitegauche(noeudpasavl)



Sinon




rotgauchedroite(noeudpasavl)

}


rotdroitegauche(Noeud noeud) {



N1 = new Noeud(N);



N2 = new Noeud(N.droit);



N3 = new Noeud(N.droit.gauche);



N = N3;



N.droit = N2;



N.gauche = N1;



N.gauche.droit = N3.gauche;



N.droite.gauche = N3.droit;

}
Définir Splay tree:


Arbre auto-organisateur qui ramène les noeuds accédés à la racine en effectuant des rotations zigzig ou zigzag.
Joindre deux monceaux de hauteurs quelconques.


On parcours l'arbre le plus haut sur sa gauche jusqu'à descendre à la hauteur 




équivalente au plus petit+1. Ses deux enfants sont des monceaux complets de même 


hauteur que le petit monceau.


On fusionne le petit heap h1 avec le sous-heap sh1, on obtient un heap que l'on va 



fusionner à sh2.


Utiliser le noeud parent de celui qui reste (celui qui était petit+1) comme sommet 



pour fusionner le résultat au voisin de celui petit+1.


Etc.

Vitesses de calcul:

	Structure
	insert
	remove
	search
	getMin
	parcours
(en ordre)

	liste
	O(1)
	O(n)
	O(n)
	O(n)
	O(nlogn)

	liste_triée
	O(n)
	O(n)

O(logn) si ta
	O(n)

O(logn) si ta
	O(1)
	O(n)

	pile
	O(1)
	O(1)
	-
	-
	-

	queue
	O(1)
	O(1)
	-
	-
	-

	ArbreBinRech
(moyenne)
	O(logn)
	O(logn)
	O(logn)
	O(logn)
	O(n)

	ArbreBinRech

(pire cas)
	O(n)
	O(n)
	O(n)
	O(n)
	O(n)

	AVL/RN
	O(logn)
	O(logn)
	O(logn)
	O(logn)
	O(n)

	Splay
(amorti)
	O(logn)
	O(logn)
	O(logn)
	O(logn)
	O(n)

	Splay

(pire cas)
	O(n)
	O(n)
	O(n)
	O(n)
	O(n)

	Monceau
	O(logn)
	(min) O(logn)
	-
	O(1)
	O(nlogn)

	Hashtable
(en moyenne)
	O(1)
	O(1)
	O(1)
	O(n)
	O(nlogn)

	Graphe
	-
	-
	O(|V|+|E|)
	(
	pas en ordre O(|V|+|E|)

	Krustkal: O(|E|) (makeheap) + O(|E|log|E|) (pop)
Prim: O(|E|log|V|) (percolation) + O(|V|log|V|) (pop)
Dijkstra: même parcours que Prim


Cours 24, jeudi 13 avril 2006
Bellman-Ford:
Pour traiter des graphes avec des poids négatifs sur les arcs (mais pas de 




cycle négatifs!). On utilise une queue. Temps de calcul: O(n(m)






Va donc varier tre n2 et n3 selon qu'il y a peu ou beaucoup d'arêtes.






(Comparé à Dijkstra qui est en O(n(logn)).

Et si on veut la distance entre toutes les paires de chemin?


Solution #1, refaire l'algo pour tous les sommets u, faire Dijkstra(u).





Temps total de calcul: n(Dijkstra, donc O(n(m(logn) avec monceau


















ou O(n(m+nlogn) avec tas Fibonacci.


Solution #2: (quand il y a des arcs à poids négatifs)

Imaginer un sommet (nouveau) à l'extérieur de notre graphe, mais lié avec 
un arc à
chacun de nos noeuds actuels par une arête de poids 0.






Puis on fait Bellman. (On trouve donc des 0 partout sauf quand arc nég).





Transformation: poids'(uv) = poids(uv) + d(u) – d(v).
(Donne non-nég)



















(d obtenu par le Bellman)






Et ensuite on peut utiliser Dijkstra sur le graphe modifié sans s) (n 







fois) pour obtenir les plus courts chemins. (Les chemins sont bons, 







mais les vraies distances sont d'(uv)-d(u)+d(v).






[On peut faire cette modification puisque les chemisn restent 









 équivalents].






Le temps de calcul est le même puisque faire Bellman au début est absorbé.

Fin du cours
� EMBED SmartDraw.2  ���





� EMBED SmartDraw.2  ���





� EMBED SmartDraw.2  ���





� EMBED SmartDraw.2  ���





� EMBED SmartDraw.2  ���





� EMBED SmartDraw.2  ���





� EMBED SmartDraw.2  ���





� EMBED SmartDraw.2  ���





� EMBED SmartDraw.2  ���








[image: image33.wmf]A

B

C

D

E

F

G

H

[image: image34.wmf]2

12

15

24

27

8

27

32

2

12

15

15

8

18

2

12

24

Enlever 15 et 18:

27

32

8

18

2

12

24

Base:

32

8

24

2

12

27

ATTENTION: toujours un enfant

de plus que de chiffre dans le noeud.
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