Examens corrigés

Frangois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’'Orsay
Université Paris-Sud, France

1. Examen 1

Exercice 1. [Inégalité de Tchebychev] Soit f: R? — R, une fonction intégrable a
valeurs positives qui est Lebesgue-intégrable. Pour o > 0, on pose :

E, = {z eR%: f(z)>a}.

Montrer que (figure-bonus possible) :

m(E,) < é/f

Exercice 2. En dimension d > 1, soit une fonction mesurable f: R — R, a valeurs
positives finies.

(a) Rappeler la définition initiale de la mesurabilité d’une fonction, puis des caractérisa-
tions équivalentes.

(b) Montrer que, pour tout entier k € Z, les sous-ensembles :

By, = {z e R 2! < f(2) < 2¥}
sont mesurables dans R,
(c) Montrer que I’on a la réunion disjointe (figure-bonus possible) :

U E, = {z €R?: f(z)>0}.

k=—o00

(d) Pour tout entier n € N, on introduit la fonction étagée :

k=+n
F, =Y 2"1p,
k=—n
ainsi que F' := lim F},. Montrer que I’on a en tout point :
n—oo
sF < f<F

(e) Montrer que la fonction d’origine f est Lebesgue-intégrable si et seulement si
S 2Pm(Ey) < .
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(f) Avec a,b € R, on introduit les deux fonctions :

1 1
T pour 0 <|z] <1, T
fz) = ¢ |zl et g9(x) = 1 2|

0 autrement, 0 autrement.

pour |z| > 1,

En utilisant (e), montrer que f est Lebesgue-intégrable sur R? exactement lorsque a < d,
et aussi, montrer que g est Lebesgue-intégrable sur R? exactement lorsque b > d.

Exercice 3. Sur un segment compact [a,b] € R, soit f: [a,b] — R une fonction réelle
quelconque, pas forcément bornée. Montrer qu’on peut néanmoins définir sans modifica-
tion la notion de Riemann-intégrabilité de f, mais montrer alors que si, pour tout € > 0,
il existe une subdivision A de [a, b] telle que la différence entre les sommes de Darboux
supérieure et inférieure de f satisfait X2(f) — Xa(f) < &, alors ceci implique en fait que
f est nécessairement bornée.

Exercice 4. Soient F;, E», E3, ... C R? une infinité dénombrable d’ensembles mesurables
emboités de maniere décroissante les uns dans les autres :

Er, D By (k>1).
On suppose que pour un certain entier ko > 1,ona:
m(EkO) < 00.

En utilisant un théoréeme fondamental énoncé avec soin concernant les réunions dénom-
brables disjointes d’ensembles mesurables, montrer que (figure-bonus possible) :

m(ﬁ Ek> = lm m(Ex),

puis trouver un exemple simple faisant voir que cette conclusion peut étre mise en défaut
sans I’existence de k& tel que m(Ey,) < oo.

Exercice 5. Le but de cet exercice est de montrer que recouvrir les sous-ensembles £/ C R?
par un nombre fini de cubes ne suffit pas a produire un concept réellement satisfaisant de
mesure extérieure m*(E). On se restreint ici a la dimension d = 1. En effet, la mesure
extérieure de Jordan m* (E) peut étre définie par :

)

J
m3(E) = inf Y |1
j=1

ou I’'infimum est pris sur les recouvrements finis :

J
EclJr,
j=1

par des intervalles fermés I;.
(a) Montrer que m(E) = m%(E) pour tout sous-ensemble £ C R.

(b) Trouver un sous-ensemble dénombrable £ C [0, 1] tel que m*(F) = 1, tandis que sa
mesure extérieure de Lebesgue vaut m*(E) = 0.
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Exercice 6. Dans R?, soit un nombre fini quelconque n > 1 de sous-ensembles mesurables
Ay Ay A, C RY de mesures finies :
m(A4;) < oo, m(Ay) < o0, ...... ., m(4,) < oo.
Montrer que (figure-bonus possible) :
m(AluAgu---uAn) = > (—nF! > m(AilmAiQm-.-mAik)

1<k<n 1<i1 <9< <ip<n

Exercice 7. Soit m la mesure de Lebesgue sur R et soit ¢ > 0 arbitrairement petit.

Construire un ouvert {2 C R dense dans R tel que m(Q2) < e.

Exercice 8. Soit f € €°(R? R) une fonction réelle continue a support compact. Montrer
que :

0= fim /R f(z— h) — f(x)| da.

h—0
Indication: Si supp(f) C B(0, R) pour un rayon R >> 1 assez grand, se limiter a2 h € R? avec
|h| < 1etseramenera [ ).
Exercice 9. Trouver une suite de fonctions en escalier f,: [0,1] — R, satisfaisant :

0 = lim /1 fn(z) dx,
0

n—o0

mais telle que, en fout point x € [0, 1], 1a suite numérique :

oo
(fn(x>)n=1
soit bornée et ne converge vers aucune valeur réelle. Indication: Utiliser la suite double
Fm(x) = 1jx-1 &) pour 1 < k < m, illustrer son comportement pour m = 1,2, 3,4,

décrire en mots les idées qui viennent a ’esprit, et enfin, rédiger en détail une démonstra-
tion rigoureuse.
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2. Corrigé de I’examen 1

Exercice 1. Comme f: R? — R, est Lebesgue-intégrable, pour tout réel o > 0, 1’en-
semble de sur-niveau :
E, = {z eR": f(z)>a}
est mesurable dans R?. De plus, I’inégalité entre fonctions :
f(z) > a-1g,(x) (Va €RY),

est claire lorsque « & E, car f(x) > 0 = «-0 par hypothese, et vraie aussi lorsque x € F,,,
car f(r) > a = « - 1, donc elle est satisfaite partout.
Par intégration de cette inégalité, nous obtenons instantanément :

/Rdf > a-m(Ea),

ce qui donne bien m(Ey) < + [oa f-

a-m(Eq)

fRd f

EO{ El)/ E(X
Géométriquement, I’hypographe de f :
{(m,y) ERIxR,: 0<y < f(x)},
dont la mesure (d + 1)-dimensionnelle vaut [, f d’aprés un théoréme du cours, est
«coupé » a hauteur o > 0, et sur le sous-ensemble £, C R? ot f > «, on ne retient que
la valeur-type «, ce qui correspond a restreindre la considération au « pseudo-rectangle »

de hauteur « et de «base» FE,, lequel est entiecrement contenu dans I’hypographe de f
au-dessus de E, :

{(z,y): 1€ E,, 0<y<a} C {(z,9): v€E,, 0<y < f(2)},

et par intégration « visuelle », on trouve bien que 1’aire de ce pseudo-rectangle est inférieure
a I’aire intégrale totale :

oz-m(Ea) < f
Rd
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Exercice 2. (a) Une fonction f: £ — {—oco} UR U {co} définie sur un sous-ensemble
mesurable £ C R? est dite mesurable si, pour tout a € R, son ensemble de sous-niveau :

f ' ([~o0, a]) = {z € E: f(z) <al},
est un sous-ensemble mesurable de R?. Dans le cours, on a obtenu les caractérisations
équivalentes suivantes :
e pour tout a € R, I’ensemble :

{LE e E: f(zx) < a}
est mesurable ;
e pour tout a € R, ’ensemble :

{zeE: f(z)>a}
est mesurable ;
e pour tout a € R, ’ensemble :

{zeE: f(z)>a}
est mesurable ;
e pour tout couple de nombres réels finis :

—0 < a <b< +o0o,

les ensembles-tranches :
{a< f<b}
sont mesurables ;

e plus généralement, il en va de méme en remplagant {a < f < b} par I'un des trois
ensembles :

{a < f<b}, {a < f <0}, {a < f <0}

(b) On en déduit que pour tout k € Z, les ensembles £y := {xr € RY: 281 < f(z) <
2k} sont mesurables dans R,

(¢) Pour tout k € Z, I'ensemble Ej, = {x € R?: 281 < f(z) < 2%} est contenu dans
I’ensemble :
E* = {:c c R f(x) > 0},

donc :

U B c E.

kEZ

Pour I’inclusion opposée, soit x € E* quelconque. Comme f(x) > 0, et comme la

réunion d’intervalles enchainés :

[T 12 28] =10,00]

keZ
est disjointe, il existe un unique entier k, € Z tel que :

2 < fla) < 2%,
ce qui signifie x € Ej_, et donne bien :

U E. D E*.
keZ
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(d) Soit x € R quelconque fixé.
e Si f(x) = 0, alors pour tout n € N, puisque = ¢ F} quel que soitk € Z,on a:
=2 %1a(), =0,
|k|<n
puis en faisant n — oo :
F(r) = 0 = f(z),
d’ou trivialement £ F(z) < f(z) < F(z), car £ 0 < 0 < 0, ¢’est tres vrai, mon bébé !

e Si maintenant f(x) > 0, il existe un unique k, € Z tel que x € Ej,, d’ou pour tout
n > kg :
F,(z) = 2k,

puis en faisant n — 00 :

Comme par définition de %k, on a :
1

5F(gc) =2kt < f(x) < 2% = F(2),

en relaxant la « strictitude » de I'inégalité & gauche, nous obtenons bien 5 F(z) < f(x) <
(¢) Comme f: RY — R, est mesurable 2 valeurs positives finies, f est Lebesgue-

intégrable (par définition!) si et seulement si fRd f < o0. Or une intégration de 1’enca-
drement de f par F' obtenu a I’instant dans la question précédente donne :

1
2 Rd R4 Rd

donc f est Lebesgue-intégrable sur R si et seulement si F' 1est.
Maintenant, il est temps d’observer que la suite (F,)2° ; de fonctions positives est crois-
sante :

FnJrl(x) - FTL(x) = 27(n+1) 1E7n71 (l‘) + 2n+1 1En+1 (l‘) > 07
ce qui permet d’appliquer le théoréme de convergence monotone pour obtenir :

/ / I|m F = lim / F,
Rd Rd n—oo n—o0 Rd
L k
=t [ (X 21
|k|<n

— k
—n[}mmZZmEk

|k|<n

k€EZ
€ R+ U {OO},

et donc on a bien :

/f<oo<:> F<oo < Y 2'm(E).
R4 R? kEeZ
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(f) Avec un exposant a € R, la fonction :

1) ||~ lorsque 0 < |z| < 1,
x) = )
¢ 0 ailleurs,
est mesurable a valeurs > 0.

Puisque dans la boule unité fermée {|z| < 1}, on a |z|® < 1 pour tout exposant réel
¢ > 0, la fonction f, est toujours intégrable lorsque a < 0.

Supposons donc a > 0, et, en application de ce qui précede, regardons, pour tout k € Z,
les ensembles :

E, = {:U c R 281 < fo(x) 2’“}
= {zeR: 0<[z] <let2"' < g <2}

:{$€Rd:0<|x|<let2%<|x|<2kﬁ},

qui s’averent ainsi visuellement étre une collection infinie d’anneaux (en dimension d = 2),
ou de coquilles sphériques (en dimension d = 3), emboités.
Or lorsque k& < 0, on voit que Ej, = (), et donc seuls les E}, avec k& > 1 interviennent.
Maintenant, grace a la question (e), f est Lebesgue-intégrable si et seulement si :

Z ka(Ek) < o0.
k=1

Mais chacune de ces coquilles d-dimensionnelles Ej avec £ > 1 apparait manifestement

comme étant la dilatée du facteur 2% de la coquille de référence :

%, = {reR": 1< |z] < L},

1
27 a

évidemment de mesure strictement positive finie 0 < m(%,) < oo, et donc d’apres la
propriété naturelle de dilatation de la mesure de Lebesgue :

m()\ . F) = )\d m(F) (A>0, F C R? mesurable),

on obtient ici :
1

() = (%) m(ea)

a

d’ou enfin, en reconnaissant une série géométrique sérendipitrice :

- - 00 lorsque a > d,
> 2 m(B) = m(4,) Y 20 = 20-2)
k=1 =1 m(%) m lorsque O<ac< d,
ce qui montre que f, est intégrable si et seulement si a < d.
Passons maintenant au cas — fort similaire ! — de la fonction :
|| ° laon |z| > 1,
gp() = .
0 ailleurs.

Lorsque b > 0, elle est manifestement non-intégrable.
Supposons donc b > 0. Dans ce cas :
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avec Ej, = () pour k& > 1. Toujours avec :
G, = {;UGRdI 1<’$‘<%},
2°b

on vérifie que :

0 0 00 lorsque 0 < b < d,
k _ k(1-%) _
Z 2m(Ex) = m(%) Z 20 m(‘fb); lorsque b > d,

k=—00 k=—00 1— 2%—1
ce qui montre que g, est intégrable si et seulement si b > d.

Exercice 3. Soit f: [a,b] — R une fonction réelle quelconque, pas forcément bornée.
Dans la définition des sommes de Darboux associées a des subdivisions A C [a, b], il se
peut alors que 'infimum de f sur un intervalle de la subdivision (ou son supremum) soit
infini, auquel cas la somme de Darboux correspondante est infinie. Dans tous les cas rien
ne nous empéche de vérifier si pour tout € > 0, il existe une subdivision de [a, b] :

A = {a:x0<x1<---<xn_1<xn:b},

telle que :
Z2(f) = Balf) < =

Supposons cette condition verifiée pour un ¢ > 0 fixé, et montrons qu’alors f est né-
cessairement bornée. Raisonnons par I’absurde et supposons f non bornée, par exemple
supj, 5 f = +oo. Alors il existe un entier 1 < k < n tel que sur [, = [7}_1, 7], on a
sup;, f = +oo et donc X4(f) = +oc. Mais alors

Salf) 2 B4(f) - ¢ = +oc.

Cela entraine que sur un certain intervalle [, = [2;_1, 2], on ainf;, f = 400, ce qui est im-
possible, car on considere des fonctions dont toutes les valeurs sont réelles. En conclusion,
si une fontion vérifie la définition de Riemann-intégrabilité, elle est nécessairement bornée.

Une autre démonstration possible part d’une caractérisation obtenue dans le cours :
une fonction f: [a,b] — R définie sur un intervalle compact [a,b] C R est Riemann-
intégrable si et seulement si, pour tout € > 0, il existe deux fonctions en escalier encadrant
f:

esc esc
le < f < 2,67

b b
(0<) /f;f;—/ = < e
a a

La fonction f sera de nouveau implicitement bornée, puisque les fonctions en escalier
sont (par nature) bornées.

telles que :

Exercice 4. Cela apparait explicitement dans le cours, mais refaisons la démonstration.

Quitte a renuméroter la suite, on peut supposer que ky = 1 apres éliminination des

ensembles Ey, ..., Fy,_1 qui ne comptent pas dans I'intersection infinie. Posons F :=
00 c 1z . rps

ﬂk:l E., et considérons alors les différences :

B\ Eri1 (k>1),
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de telle sorte qu’on peut représenter sous forme de réunion disjointe :

By = EU|J (Ex\Ers).
k=1
Grace au théoreme d’additivité dénombrable disjointe, on peut alors calculer :
K—1

m(B) = m(E) + fim > [m(B) = m(Bu)]

Puisque m(El) < 00, a gauche et a droite, on a des nombres réels positifs finis, donc apres
simplification :
m(E) = lim m(Eg).

K—oo

Sans I’hypothese que m(Ek) < oo a partir d’un certain rang k > kg, I’énoncé est faux,
car si on prend par exemple Ej, := [k, oo[ C R, alors [,—, Ey = 0 tandis que m(E}) = oo
pour tout £ > 1, ce qui entraine la non-coincidence :

m(ﬁ Ek) =0+# o0 = KlEP m(EK).
k=1

Exercice 5. (a) Pour prouver 1’égalité demandée, on va raisonner par double inégalité.

e Avec ¢ > 0 arbitrairement petit, soit szl I; un recouvrement de & par un nombre fini
d’intervalles fermés tels que :

J
LI < my(B) +e.
j=1

Alors en utilisant le fait qu'une réunion finie de fermés est fermée, il vient en prenant les
adhérences :

EC U[]:UI]

1<j<J 1<j<J

Donc U;-Izl I; est aussi un recouvrement de la fermeture £ par un nombre fini d’intervalles

fermés, ce qui implique par définition de m*(E) :

J
m3(E) < > |Ll.
j=1

Cette inégalité étant vraie pour tout recouvrement de [, on peut passer a I’infimum, c’est-
N . . > . [EN .z sz
a-dire faire ¢ — 0, pour obtenir une premicre inégalité :

my(E) < mj(E).

e [’inégalité inverse est plus « naturelle-automatique », donc plus facile. En effet, si U}]:1 I;

est un recouvrement de £ par un nombre fini intervalles fermés, alors 1’inclusion :

EcEc U I,

1<<J



10 Frangois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Sud

. . J . . % J
fait voir que U;_,I; est aussi un recouvrement de £, ce qui donne m%(E) < > 75, [1;],
puis en prenant ’infimum, I’inégalité inverse conclusive :

m(E) < my(E).
Notons qu’en réalité, nous venons simplement de ré-utiliser le fait connu que la mesure
extérieure de Jordan est croissante sur toute inclusion telle que &2 C E.

(b) On cherche ici un ensemble dénombrable de mesure de Borel-Lebesgue nulle dont
I’adhérence soit de mesure grande au sens de Jordan. Il vient naturellement a 1’esprit de
regarder :

E :=QnJo,1],

qui a pour adhérence E = [0, 1].
Cet ensemble F est dénombrable car Q 1’est, donc mesurable de mesure de Borel-
Lebesgue m(E) = m*(E) = 0.
Mais d’apres la question précédente,
m3(E) = m3(E) = mj([0,1]) = 1,

puisque Jordan n’a pas fait la bétise de ne pas attribuer 1 comme mesure — et comme
mesure extérieure | — a I’intervalle unité [0, 1], ce qu’on peut vérifier rapidement comme
suit.

Tout recouvrement U}']=1 I; de [0,1] par des intervalles vérifie nécessairement

ijl |I;] > 1, et comme on a méme égalité en utilisant le recouvrement /; = [0, 1], nous
déduisons bien que m*([0, 1]) = 1.
Exercice 6. Les complémentaires des sous-ensembles A; C R? seront notés de maniere
abrégée :

RNA; =: AC (i=1,2,3-).

Pour la formule visée, le cas n = 1 est trivial, tandis que le cas n = 2 se démontre en
partant des trois réunions disjointes :

AU Ay = (AN A5) U (450 4g) U (4]0 4y),
Ay = (AN A U (4N Ay),
Ay = (A1 N As) U (45N Ay),
dont on n’hésite pas a prendre les mesures :
m(A; U Ay) = m(A; N AS) +m(Ar N Ag) + m(AT N As),
m(A1) = m(A; NAS) +m(A; N Ay),
m(As) = m(A; N Ay) +m(Af N Ay),

et en remplacant dans la premiere ligne les valeurs soulignées dans les lignes 2 et 3, on
obtient bien apres petit toilettage arithmétique :

m(A; U As) = m(Ay) +m(As) — m(A; N Ay).

Ce cas n = 2 n’al’air de rien, mais maintenant que nous décidons gaillardement de pas-
ser a 'implication de récurrence majeure, en supposant atteint le niveau n, pour démarrer
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en direction du niveau n + 1, il s’avere naturel d’utiliser ce qui vient d’étre vu :

nt1 n
m Ai) :m( L:JAZ- UAn 1)
(& <%7> =

= m( U A) +m(An) —m<(i@1 4)N An+1)
- m< U Ai> +m(Anr) —m(iq (AmAW)),

pour observer qu’au premier et au troisieme termes ainsi apparaissants, on peut appliquer
en douceur I’hypothese de récurrence, tout d’abord sans modification et sans effort au pre-

m(Ua) =3 (C0 3 m(aynenay),

k=1 1< < <ip<n

puis avec un peu plus d’intentions esthéticiennes au troisieme :

(U @nan) =3 (07 5 w0 aw) NN (40 400))
k=1 1<i1 << <n

=y ((_1)’%1 > m(4A, N N4, mAnH))

k=1 1< << <n
n+1

[Changer ¢ := k + 1] = Z ((—1)5 Z m(AZ-1 N---NA;,_ N An+1>7
(=2 1< < <ig—_1<n

cette derniere somme multiple pouvant d’ailleurs étre interprétée — agréablement pour la
suite — avec un ¢-eme indice iy égal an + 1 :

>

1<ig <-+-<ig_1<n

ip=n+1
car en effet, si nous revenons a ce dont nous étions partis et si nous y insérons les formules
que nous venons de faconner — le deuxieéme terme ne quittant pas sa douillette place —,
il vient :

n+1 n
i=1 k=1 1<t << <
n+1

_ Z ((—1)f Z m(A, N---NA;, N An+1)

1<i < <ip_q1<n

ip=n+1
n+1

-3 ((_1)4—1 S m(4, m---mAZ»Z)),
=1 1<i1 <--<ig<n+1

et le résultat n’est autre que la formule désirée au niveau n + 1, puisque la premiere somme
rassemble exactement toutes les intersections dans lesquelles ne figure pas A, ., tandis
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que dans la deuxieéme somme (troisieme terme), on trouve toutes les intersections de plus
de deux ensembles A; parmi lesquels figure A, ;.

Exercice 7. Pour construire un ouvert 2 C R dense et de mesure m(€2) < ¢ arbitrairement
petite, on pense spontanément a I’ensemble Q C R des rationnels, et comme QQ n’est pas
ouvert, il vient a I’esprit de former des intervalles ouverts de taille ajustée autour de ses
points et qui rétrécissent suffisamment vite.

Plus précisément, si (r,,)22 ; est une énumération (bijective) des points (dénombrables)
de Q, essayons :

(G

Q= ]rn_ana rn‘i_@n[a

Il
—

n

ol o, > 0 pour tout n > 1, de telle sorte que €2 est automatiquement ouvert. De plus €2
sera de facto dense dans R, simplement parce qu’il contient :

QD O{rn}:(@.

Majorons maintenant sa mesure :

2

m(Q2) < ij: m(]rn—an, rn—l—an[)
. fj o

11 suffit alors pour conclure de choisir o, := % 5w pour atteindre m(Q2) < e, grice a Achille
3" | == = 1 qui rejoint la Tortue.

n=1 27

Exercice 8. Puisque f est a support compact dans R?, il existe R >> 1 assez grand pour
que :

supp f C B(0, R).

Soit un vecteur h € R¢ de norme |h| < 1. Nous affirmons que la fonction continue :

v — [f(z—h) = f(2)]

est & support inclus dans la boule ouverte B(0, R + 1). En effet, pour z ¢ B(0,R + 1)
quelconque, i.e. avec |x| > R + 1, on a par inégalité triangulaire :

lw—h| > |z|—|h| > R+1—|h| > R+1—-1 = 1,

ce qui garantit que f(z — h) = 0, et comme on a évidemment aussi f(z) = 0, ceci prouve
notre affirmation.

Soit maintenant € > 0 arbitrairement petit. La fonction f étant continue, elle est unifor-
mément continue sur le compact (boule fermée) B(0, R+2), a savoir, il existe § = 6(g) > 0,
qu’on peut — et qu’on va ! — supposer § < 1, tel que :

Vie| S R+1 V| <6 |flx—h)—f@2)] <=
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Alors :

L= =s@lde = [ Jpa—n - f)

B(0,R+1)

< / edx
B(0,R+1)

= em(B(0,R+1)),
quantité qui tend vers 0 avec € 50, puisque le volume d-dimensionnel :
0 < m(B(O,R+1)) = |B(0,R+1)| < o0

de la boule en question est bien entendu fini.
Remarquons qu’on peut démontrer avec des moyens plus sophistiqués que le volume
d-dimensionnel d’une boule (ouverte ou fermée) de rayon R > 0 dans R¢ vaut :

ou I" est la fonction Gamma d’Euler, définie pour x > 0 par :

[(x) ::/ t" et dt,
0

et qui peut €tre considérée comme un prolongement de la factorielle aux nombres réels,
sachant que I'(n + 1) = n! (exercice !) pour tout n € N.

Exercice 9. Un simple dessin convainc que la suite ( fn(x)):;o:1 :

f1 = F1,17

fo = F1,2, f3 = F2727

fa:= Fig, f5 = Iy3, Jo := F33,

fr 1= Fi4, fs = Fo, fo = F34, Jio == Fiu,

prend une infinité de fois les deux valeurs 0 et 1 en tout point x € [0, 1] fixé, tandis que

fol fn — 0, car la largeur des gratte-ciels de hauteur constamment égale a 1 qui glissent
n—oo

de la gauche vers la droite tend a rétrécir indéfiniment. Le voici, ce dessin !
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F11
0 1
Fi 2
0 1 1 0
F1,3 Fa,3 F3,3

O e O o

0 : 1 0 L 2 1 0 2 1

Fy,
o o o o o

0 L 1 0 1 0 1 0

Ainsi, il faut renuméroter tout cela. Comme la suite :
1)\ oo
(”"(mT*)> = {1, 3,6, 10, 15, 21, 28, 35, ... }
m=1

est strictement croissante, a tout n > 1 est associé un unique entier m = m, > 1 enca-
drant :

m(m+)+1<n<(m+)<m+),
2 2
I’écart entre ces deux extrémités valant :

(mn+)(mp +2)  ma(ma,+1) .
2 2 - ny

et donc, a tout n > 1 est associé un unique couple (m,,k,) avec 1 < k, < m,, le
représentant sous la forme :

n n 1
n:%w,

Clairement :

lim m, = o0,
n—o0

car une des inégalités ci-dessus donne v/2n < m,, + 2.
Ainsi, grice a la renumérotation offerte par ces couples (k,,, m,,), on a généralement :

fn(x) = Fkn,mn(x)y
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/01 F@)do = /01 Fho o () da

1
e / 1[kn_1771:7zl]( )d
0

1
= — — 0.
mn n—oo

et donc :

Pour démontrer que la suite ( f,,(z )) , des valeurs des f,, en tout point fixé z € [0, 1]
n’est pas convergente, il suffit d’exphquer 1 assertion suivante :

En tout x € [0,1], la suite des valeurs (f,(z ))n:1 prend une infinité de fois la valeur 0,
et aussi une infinité de fois la valeur 1.

En effet, puisque (f,,)7°, n’est qu’une renumérotation, il suffit de montrer que la suite
double : P
<m<oco
(F km) 1<k<m
fait ce qui est affirmé.

Visuellement, il est transparent que la valeur O est prise tres souvent, slirement une
infinité de fois ! Pour s’en convaincre rigoureusement, ﬁxons 0 < T <3 1 le cas % <z<l

se traitant de maniere similaire. Or des que m > 3, on a 5 L gm=l et donc
Forin() = Lot ) = 0,
donc la valeur O est prise par toutes ces (Fm_lm);’::l — et beaucoup d’autres ! —, en

nombre infini.
Quant a la valeur 1, c’est presque aussi simple, car en = € [0, 1] fixé, pour tout m > 1,

comme :
m

U = [0,1],

=1
il existe au moins un entier k, ,, avec 1 < k; ,,, < mtel que :

1 = 1 kem—t kz,ml(x) = Fryrum (),

[ m ’m

et ces (Fk%”’“m)m:l sont manifestement infiniment nombreuses.
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3. Examen 2

Exercice 1. (a) Montrer que ni I'inclusion L!'(R?) C L?*(R?), ni celle L*(RY) C L'(R?)
ne sont vraies. Indication : supposer d = 1 et penser a \/LE - 1jp,1[ ainsi qu’a % 1100

(b) Montrer que si une fonction f: E — C est définie sur un sous-ensemble mesurable
E C R? de mesure m(E) < oo, alors f € L?(FE,C) implique f € L' avec :

[l < vm(E) [ £z

(c) Montrer que si f estbornée, i.e. si|f(z)] < C < oo, etsi f € L'(R%), alors f € L*(RY)

avec ©
1£l2 < VOISl

Exercice 2. (a) Etablir I’existence de la limite suivante, et déterminer sa valeur :

_ /°° 43 4+ 12
lim dt
n—oo Jo 12t64+3nt+2

Indication: Utiliser le théoréme de convergence dominée.

/2 o
lim / sin(n) dx.
0

n—00 n sine

(b) Faire de méme pour :

Indication: Découper 1’intégrale en f(f + f ~/2

Exercice 3. (a) Montrer pour f € €°(R? C) continue a support compact que I’on a :
0= 5'[)”1 Hf(‘r) - f((sx)”Ll(Rd)'

(b) Généraliser cela aux fonctions f € L'(R? C) Lebesgue-intégrables quelconques.

Exercice 4. [Inégalité de Hardy dans "] Soit un nombre réel 1 < p < oo. L'objectif est
d’étudier I’opérateur qui, & une fonction f € LP(]0, o[, C), associe la fonction :

r — T(f / f(t) (0 <z < 00).

(a) Rappeler la valeur de I’exposant conjugué de p, dans I’inégalité de Holder.

(b) Montrer que cette fonction x — T'(f)(z) est bien définie pour x € R*..

(¢) Montrer que si g € 6°(]0, oo, C), alors g et T'(g) sont liées par une équation différen-
tielle, que I’on explicitera.

(d) Montrer que si g € €°(]0, 00, C) est a support dans [a, A] avec 0 < a < A < oo,
alors :

(A=) lglis

T

T(g)(x)] <

(e) Montrer que z[T(g)(z)]" tend vers 0 quand z —+ oo.
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(f) On suppose temporairement que g € 6°(]0, co[, R ) prend des valeurs réelles positives.
En exécutant une intégration par parties, et en utilisant ce qui précede, montrer que :

(17l ,)" = —» / gT(g9)"" +p / T(g)".
0 0
(g) Toujours pour g € €°(]0, co[, R, ), montrer en utilisant I’inégalité de Holder que :

IT(6)],5 < 525 lolss

(h) Montrer que si une suite (g,)3%, de fonctions continues positives g,, € € (]0, oo[, R.)
converge en norme LP vers une fonction-limite (positive) f € LP (]07 oo/, R+), alors :

im T(g,)(x) = T(f)(x) e >0).
(i) Montrer que I'inégalité précedente est maintenant vraie pour toute fonction f &
LP (]0, OO[, R+) :
P
T S — .
[T < 57 Ml

Indication: Utiliser Fatou.

(j) Montrer qu’elle demeure encore vraie pour toute fonction a valeurs complexes f &€
LP(]0,00[, C).

(k) Trouver un exemple de fonction f € L'(]0, oo[) telle que T'(f) &€ L'(]0, ool).

(I) Montrer qu’il n’est pas possible de remplacer la constante ﬁ par une constante plus

o0

1
petite. Indication: On pourra considérer la suite de fonctions (t — 1 1[1»”]>n:1'

(m) Examiner le cas p = oo.

Exercice 5. Soit (f,)>°, une suite de fonctions mesurables f,: R — R Lebesgue-
intégrables convergeant presque partout vers une certaine fonction-limite :

f(x) = |im fn<x> (pour presque tout z € RY),
n—00

mesurable et intégrable qui satisfait :

f = lim fo.
R4 n—oo R4

(a) On suppose toutes les f,, > 0 positives, et on introduit la suite auxiliaire g, :=
min (f,, f). Montrer que :

lim /Rd gn(x)dr = » f(x)dx.

n—oo

Indication: Penser a Fatou !
(b) Toujours en supposant toutes les f,, = 0 positives, montrer que :

0= lim /Rd | fo(@) — f(z)] dz.

n—oo
(¢) Montrer que la suite :
hn(x) = nd 1]0,%[d(x) — nd 1]_%70[(1(1’) (n>1)

converge ponctuellement vers 0 et que 0 = lim f .
n—oo



18 Frangois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Sud

(d) La suite (h,,)S2, converge-t-elle vers 0 dans un LP(R?) pour 1 < p < 00 ?

Exercice 6. [Espaces de Sobolev] Ici, toutes les fonctions sont supposées a valeurs dans R.
On note . le C-sous-espace vectoriel de L2(]0, 1[) constitué des fonctions f: ]0,1[— C

de carré intégrable pour lesquelles il existe une fonction notée Ay € L? (]0, 1[) vérifiant :

/01 f(a) ¢ (z) de = — /01 Ap(z) p() da,

pour toute fonction ¢ € €} (]0, 1], C) de classe ¢! sur |0, 1] et dont le support :

def
suppp = {t €]0,1[: p(t) #0}
est un sous-ensemble compact de |0, 1].

(a) En admettant la densité de 4! dans €, montrer que . est un sous-ensemble dense de
L2(]0,1]).
(b) Montrer que :

(f, gy = / f(2) () da + / Ap(z) Ag(x) da

définit un produit scalaire sur ..
(c) Montrer que ./, muni de ce produit scalaire, est un espace de Hilbert.

o0

Exercice 7. [Bases produits] Montrer que si (¢;(x)):2; est une base hilbertienne de
L*(R%,C) et si (¥;(y))32, est une base hilbertienne de L*(R%, C), alors :

(%(x) %(y))zj-:l

forme une base hilbertienne de L?(R% x R% C).
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4. Corrigé de I’examen 2

Exercice 1. (a) En dimension d = 1, la fonction positive :

T

= Lio((2)
x
appartient 2 L'(R) :

/Ol%dxz 2v7], = 2,

T
mais n’appartient pas a L*(R) :

L/ 1\2 L
— dx:/ —dr = logl —log0 = o0,
/0 (\/5) o ¥

ce qui montre que L' (R) ¢ L?(R).
De maniere quelque peu similaire bien qu’inversée, la fonction positive :

1
T — 51[1,00[(15)

n’appartient pas a L'(R) :

> 1
/ —dxr = logoo —logl = oo,
1

0o 1 2 oo
IROESI S
L \z T,
ce qui montre que L?(R) ¢ L'(R).

(b) Toutefois, sur tout sous-ensemble mesurable £ C R? de mesure m(E) < oo, 'inclu-
sion :

mais appartient 2 L*(R) :

L*(E,C) c L' (E,C),
est toujours vraie, grace a une application astucieuse standard de 1’inégalité de Cauchy-
Schwarz qui consiste a faire apparaitre un facteur ‘1’ invisible :

|l = /E |f(z)|dz = /E |f(2)] - 1de < (/E }f($)‘2dx)% </E 12d:):);

= 12 Vm(E)

< o0,

ce, pour toute fonction f € L?(E,C).
(¢) Enfin, sur £ = R¢, donc au contraire en mesure infinie, si f € L!'(R?) est bornée :

‘f([[')| < C < (pour presque tout x € R%),
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alors la norme L? de f s’estime « brutalement » par :

(/Rd \f(g;)|2dz>é - (/Rd \f(g:)|1“d:z:>é < (C/Rd ‘f(a:)‘dx)é
= vV fl.

Exercice 2. (a) La suite de fonctions a intégrer, indexée par un entier n > 0, admet, par
exemple, la fonction-dominante indépendante de n suivante :

4412 _ 4P +12 28046
1216+ 3nt+2 ~ 12¢64+2 616+ 1’
et I’on voit grace a floo t% dt < oo que:
*2t* 46
dt < oo.
/0 66+ 1 >
Ainsi, le théoreme de convergence dominée s’applique et donne :

48412 > 4% 412 >
lim / + dt = / lim + dt = / 0=0.
n—oo Jo 12164 3nt+2 g mn—oo 1216 4+ 3nt + 12 0

(b) Rappelons pour débuter que pour tout x € [0, 7] :

2
—x < sinz < 2,
T
ce qui a été vu en cours. Ainsi :
sin (nx) nx x T
. g . = . X L
nsinx nsinx sinx 2

et en découpant fog = foé + |, 5% avec 0 > ( petit, on majore :

2 sin (nx T 2z sin (nx
(, )d:v <o0—+ ( ) dr,
g nsinx 2 s .msinx
——
— 0

n—r00

ce qui démontre (exercice mental) que :

lim /2 Mdmzo.
0

n— 00 nsinx

Exercice 3. (a) Lorsque [ € €°(R?, C) est continue a support compact, disons supp f C
B(0, R), une boule ouverte centrée en 1’origine de rayon R > 1 assez grand, la domination
uniforme en le parametre dilatoire 3 < § < 2:

’f(x) - f(5$)’ < ZFTH@X |f] - 1B(02R)

par une fonction appartenant a L!(R?), assure qu’on peut appliquer le théoréme de conver-
gence dominée, qui donne effectivement :

lim /Rd | f(z) — f(6z)| dz = /Rd (Sliinl‘f(x)—f(éx)‘dw = /Rd 0 = 0.

o—1

(b) Comme prévisible, le méme résultat pour toute fonction f € L'(R% C)—
circonstance plus générale — s’obtient grace a un raisonnement par densité standard.
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En effet, comme (500 est dense dans L', pour tout ¢ > 0, il existe une fonction g. €
€°(R4, C) telle que :
Hf_geHLl(Rd) < €.
Maintenant, le résultat de la Question (a) s’applique a g., et donne un 6(¢) > 0 assez
petit pour que :

/N

51 <3() = [ela) 0000 ) < =

Alors par inégalité triangulaire, toujours pour |§ — 1| < d(¢), on estime :
@) = Fo)] 0 = | £@) = 9:@) + 9:(2) = 9:(02) + g.(60) — f(02)| |

< Hf - ge ”Ll + Hga( - ga 5‘T HLl + ‘|95(51‘) - f(éx)HU
<ete+e =3e

Exercice 4. Avec un exposant 1 < p < oo, a une fonction f € LP (]0, ool C), associons
donc sa transformée de Hardy :

x — T(f /f

(a) L’exposant conjugué de p est I’'unique nombre réel 1 < p’ < oo satisfaisant 1 =
et il vaut :

définie pour x > 0.

1,1
p T
P
/ —
p = p—1
(b) Pour z > 0 quelconque, et f € LP(R’ ,C) arbitraire, une application avisée de 1’in-
égalité de Holder permet de majorer :

/ f(t)-1dt
< ‘(/ far) ([ @) =it = 1t <

pour constater agréablement que la valeur de 7'(f)(x) est finie en tout z > 0.

oY=

(c) En effet, une différentiation par rapport a = de la définition 7'(g =1 fo t)dt —
justifiée car avec g € €°(R?., C), le cours a montré que x — fo dt est %1 — donne

T<g>'<x>=—— / Bt + - g<>

= —=— T
~T(g)(a) +  gle),
ce qu’on peut ré-écrire :

(zT(9)(x)) = g(x),

0= —2T(g9)(x) = T(g)(x) + g().
(d) Comme g € €°(]0, o[, C) est supposée a support dans [a, A] avec 0 < a < A < oo,
on a clairement :

ou encore

V0<z<a T(g)(x):/ox():O,
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puis, pour a < x, toujours grace a Holder :

T(9)(x)| = 1\ [ o0t dt'
< ([ wora) ([ oy @)
< %(/A |g(t)\pdt>‘l’ (/ 1dt>1/
1

1-1
= —lgle - (A=a) .
(e) Toujours avec supp g C [a, A], grice a cette inégalité :

1T (g9)(z)] < = (€>0)

il est clair qu’en se souvenant de I’hypothese p > 1, on a un majorant qui tend vers zéro :

< -
ST

CP
= — 0,

Pl 2500

T @) < =S

ce qui livre le résultat.

(f) Soit donc g € €°(R*, R.) a valeurs positives, ce qui entraine que T'(¢g)(z) > 0 aussi.
Pour estimer :

[e.o]

(Ir@l,)" = [ Iree)a

- [ 1w

on effectue effectivement une intégration par parties en prenant la primitive du facteur
artificiel 1 :

(Ir@l,)" = [ @@@)] = [ epTer @) (@) do
[Question (e)] = lim 2 (T(9)(z))” —0(T(g)(0))" — méme chose

T—00 —_—0
O

[Question (c)] =0- /OOO P [g(w) — T(g)(x)} (T(g)(l,))p—l dx

- —p/ooo gT<g>“+p/0°° T(g)
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(g) Une réorganisation de 1’identité qui précede permet de la ré-écrire sous une forme ot il
devient avisé d’appliquer — encore elle ! — I’'inégalité de Holder :

(p—1) (\IT(Q)IILp>p = p/ooo gT(g)°"

<o(f o) ([ o)

[(P—1p" =0p] = plglee <(‘|T<9)”Lp)p)p

= plglee (I7(9)]e)" ",

o=
'o\‘,_.

Jun

ce qui conduit bien a :
1T < 525 1ol

(h) Soit donc (g,,)°>; une suite de fonctions positives g, € 6. (]0, ool R+) satisfaisant
|9 — fl» — O, pour une certaine fonction f € LP(]0, oo[,R.). Alors pour tout z > 0
n—00

fixé, I’inégalité de Holder va encore abuser de ses charmes :

IT(9) () — T())(@)| = |Tlgn — N)(@)] = |~ / " (gule) — f(2)) - 1da

X

1

i(/ox |gn () —f(x)|pdw>rl’ (/Ox ” d$>p,

1 1
~z Hgn _f”prpll
— 0.

n—oo

(i) Par densité de € (]0, o[, R.) dans LP(]0, 00, Ry ), si f € LP(]0, c0[, R4 ) est donnée,
il existe une suite (g,,)2, de fonctions g, € ¢ (]0, oo[, R;) telle que :

N

0= tim [f = guf -
En utilisant le résultat de la question qui précede sous la forme :
liminf 7'(g,)(z) = lim T(g,)(z) = T(f)(z) (Vz>0),
n—oo n—oo

on peut majorer patiemment :
(Irol)" = [~ @ as
_ /OOO iminf |T(g,)(2)|” dz

n—o0

n—o0

p
< liminf (p%) (lgalze)”

[Fatou] < Iiminf/ T (gn) ()| da
0

n—00 1

p
[Convergence des normes] < <L1> (Hf” Lp) p,



24 Frangois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Sud

puisque la convergence supposée ||g, — f|» — 0 en norme LP implique la convergence
n—oo

dans R, des normes LP :
[gnle — 1 lLe,
n—oo

énoncé vrai dans n’importe quel espace vectoriel normée (E, | - ) :
(Il = 2lz — 0) = (Ipals — lal),
n—00 n—o0
ce dont on se convainc grace a la majoration élémentaire :
lyale = lzle] < lyn — 2],
expliquée par inégalité triangulaire (signe opposé similaire) :
lyale = 2l = |lyn — 2 + 2], = l2le < lyn — 2l + l2le, - Jole, .

(j) La fonction valeur absolue |f| est encore dans LP, et puisqu’elle prend des valeurs
positives, la Question (g) s’applique a elle :

1700 < 2 1 = 52511,

et puis, des majorations naturelles conduisent a la généralisation désirée de 1’'inégalité de

Hardy :
(lro) = [ [ s
< /OOO (%/: \f(t)|dt)pdx
= /OOO (7(£) @) da

(ITs),,)"
(527) (1)

dorénavant vraie pour les fonctions a valeurs complexes.
(k) Soit la fonction :

p
dx

N

1
f(t) = t_21[1’oo[(t)’

qui appartient a L' (]O, oo, R+). Sa transformée de Hardy vaut O pour 0 < z < 1, et pour
r>1:

d’ou pour x > 2:

ce qui fait qu’elle ne peut pas étre dans L.
(I) Pour n > 1 entier, soit donc la suite de fonctions :

fult) = ill[m}(t).

p
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falis = (/ %dt)p ~ (logn)".

Ensuite, leurs transformées de Hardy 7'( f,,)(x), qui s’annulent bien stir pour 0 < = < 1
valentpour 1 <z < n:
1

O Y
1 fz
-~ (7-)

+1
T ¢ +1
,ov —1

=P )
T

Leurs normes LP valent :

o=

T
1

o=
Tl T =

[

et, par le méme calcul dans lequel on remplace ffU par fln, ces transformées valent pour

n<T:
1

o7
,ne —1

T(fu)(x) = p

Alors I’expression exacte de la puissance p-eéme de la norme LP de T'(f,,) est :

(I7l,)" = /loo (T(f,)(x))" dz

1
7

— <pl>p/1n (xp—_l)pdmjL(p/)p/noo de

TP
= [1(n7 p) + I2<n> p)

La deuxieme intégrale, positive, se calcule et se majore par une constante indépendante
den:

0 I e 1 1 b :E—P-l-l o)
< s — p/ —
2(n,p) = (p)° (n ) [_p+1]

n

1 1 1
— "\p 7_1p
(P)? (n® ) p—1mnprt
1 1
P _ ~1 g NP o -
[P' p—1] (p) npop_lnpflo
_ @)
p—1

Quant a la premiere, son intégrande a pour équivalent :

(xé - 1)P < 1 1>P 1
=|——-- ~ — (lorsque  — 00),
T xrr T i

L |
Linp) ~ (p)° / Lie ~ (¢)ogn,
1

n—o0

donc :

ce qui donne :
__P b
[Ty, P (0gn)? =~ (logn)*.
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Pour terminer, supposons comme suggéré qu’une constante 0 < C,, < oo dépendant de
p satisfasse :

HT(f)HLp < Co | fllee (¥ f € LP(R? R)).
En appliquant cela a nos fonctions ( ;)52 :
”T(fn)HLp < OP “fn"LP (Vn=1),

grace a I’équivalent que nous venons d’obtenir :

~ L(Iogn)% < G, (IOgn)%a

n—oo p—l

nous concluons quce :
p

p—1
(m) Le cas p = oo devrait donner a la limite, puisque prl —> lquand p — 00 :
1T e < 1f]2ee,

et ceci est effectivement vrai, puisque pour tout x > 0 :
@) = 3| [ s a

e |f | <10,
es

Exercice 5. (a) Soit donc (f,,)52, une suite de fonctions mesurables positives intégrables
f.: R4 — R, convergeant ponctuellement presque partout vers une certaine fonction-
limite intégrable :

< G

1
x
1

NN

f(x) = lim fn<l'> (pour presque tout z € RY),
n—00
elle aussi positive qui satisfait :
f(x)dz = lim fn(x) d.
R4 n—0o0 Rd
Soit aussi la suite auxiliaire :
Jgn = min (fn, f) (n>1),
d’ou :
0 < gn < fa et 0< g, < f

Nous affirmons que :

im go(z) = lim min (fu(), f(z))

n—oo n—oo
= f([L’) (pour presque tout z € R%);
en effet, I’hypothése que pour tout £ > 0, il existe N(¢) > 1 tel que :
nENE) = |fulz) - f@)] <
garantit aussi dans les deux cas possibles :
[f(z) = f(x)] =0 <,
0109 = |
o) =T =) - s < =
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Ensuite, en utilisant :
liminfg, = lim g, = f,
n—o0 n—oo

I’inégalité de Fatou — qui s’applique car les g,, > 0 sont positives — donne :

r)dr = iminf g,,(x) dx
[ s@de = [ imit (o)

d N—o0
[Fatou] < Iiminf/ gn(z) dx
n—oo R4
[Trivial] < Iimsup/ gn(x) dz.
n—r00 R4

Par ailleurs, une intégration de I’inégalité g, < f donne :

/ gn(z)dr < f(z)dz = constante < oo,
Rd Rd

d’ol en prenant la limite supérieure :

Iimsup/ gn(z)dr < f(x)dx,
R¢ R

n—0o0

et ces deux inégalités mises bout a bout impliquent qu’on a partout égalité, ce qui offre le
résultat demandé :

liminf = limsup = lim / gn(z)dz = f(z) da.
Rd Rd

n—o00
(b) Nous observons que :
\fu = f| = fot f—2min(fa, f),
car lorsque f,, > f, on abien :
fo—f=t+f-2F
et quand f,, < f, on a bien aussi :
f=th=lt+f-2F

Alors par intégration, le résultat (a) qui précede termine aisément :

lim /Rd | falz) = fz)|dz = lim g fo(z)de + » f(z)dz —2 lim /Rd gn(z) dx

a - ij<x> d + /R flayde =2 /R d fo)O:l:c
0!

(¢) Pour tout n > 1, la fonction :
ha(x) == n 1 1((2) = n? 11 g ()

prend, en x = 0, visiblement la valeur 4,,(0) = 0.
Soit maintenant z € R%\{0} quelconque. Dés que 1’une de ses coordonnées x; # 0 non
nulle satisfait :

@A1<i<d),

S|

|z;| >
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a savoir des que :
1
n =z -—,
| ]
on a h,(z) = 0, ce qui montre la convergence simple :
0 = lim hy(x) (Vz eRY).
n—00

Ensuite, il est clair que :
/ ho(z)dz = n®m(]0,1]) —n?m(] - L,0])
Rd
- ()= ()
= 0.

L’interprétation a conduire est de réaliser que sans 1’hypothese h,, > 0, le résultat de la
Question (a) peut €tre mis en défaut.

(d) Soitun exposant 1 < p < co. Pourp =1:
”h”HLl(Rd) = n’ (%)d+nd (%)d =2 (Vn>1),
etpourl < p<oo:

(Il py)” = (99 (1) (% (1)

S =

= 2pdP=D 5 oo

n—o0

En conclusion, on n’a donc jamais convergence vers 0 dans LP(R?) de la suite (h,,)>°

n=1*

Exercice 6. (a) D’apres un théoreme du cours, €°(]0, 1[) est dense dans L?(]0, 1[) pour la
norme | - |2, et il en va de méme pour %1 (]0, 1[) — en fait, le cours a traité cela, et méme
établi la densité de €>° dans tous les LP avec 1 < p < oo.

Lorsque f € %}, une simple intégration par parties :

[ v = [foew], - [ 1@
0]

1
[£(0) = ¢(0) = f(1) = p(1) = =0-0- / fl(z) ¢(x)dx
‘ Ag(x)
= f T

montre qu’on peut prendre la dérivée (continue) de f comme fonction associée A, donc
€' C .7, etainsi, .7 est a fortiori dense dans L2

(b) Etablissons tout d’abord que la correspondance :
f—r Ay (fe7)

est linéaire.
En fait, lorsqu’elle existe, i.e. lorsque f € ., la fonction Ay satisfaisant :

/01 f(x) ' (z)de = —/01 As(z) p(x) do (VpeE)),
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est unique, car si A]? est une autre telle fonction, apres soustraction évidente, on obtient les
annulations :

0= _/01 (A7(2) = Asle)) p() da (voed),

et par densité de 4! dans L?, on déduit pour toute g € L? que :

0= [ (556 - M) o)

d’ott A7 = A en choisissant g := A} — Ay pour trouver I’annulation d’une norme L qui
implique I’annulation (presque partout) de la fonction.
Grice a cette unicité, et grace a la linéarité des intégrales qui définissent Ay, on vérifie
maintenant aisément que :
fi+ fo— Ap + Ay, et que : pf — pAy.

Une fois acquise cette linéarité de f — Ay, des raisonnements élémentaires standard
vus en cours montrent la bilinéarité :

/ fla dx+/01 Ap(z) Ay() da.

Enfin, pour conclure, on a bien positivité :

ff/—/f dm+/Af dr > 0,

et annulation 0 = (f, f).» si et seulement si f(z) = 0 presque partout, d’ailleurs seulement
grice a 0 = fo 12
(¢) Pour établir la complétude de (., (-, ).~ ), soit donc (f,,)32, une suite de Cauchy :

Ve>0 dN()>1 <n1,n2>N Hfm fn2H5ﬂ<€>>

a savoir :
2

/1 (fua (@) _an(ZL“))Zd:C+/01 (Afnl(x) —Afnz(x)> dr < &2

0
Or ceci implique manifestement la « cauchycité » dans L? :

[ fon = Frallpe < =

et comme L? est complet, il existe une limite f € L? :
|/ = falle =20

n—oo
De méme, la suite (A fn) de L? étant tout aussi de Cauchy grice a la méme inégalité,
comme L? est complet, il ex1ste une limite g € L?:

— 0.

n—oo

Hg — Ayl

Il reste encore a démontrer que g = Ay.
A cette fin, en revenant aux identités intégrales qui définissent les A o

/01 fal) ¢/ (z) dv = —/01 Ay, (x) p(x) dx (Voewh),
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I’'inégalité de Cauchy-Schwarz garantit que le membre de gauche et le membre de droite
tendent respectivement vers :

/ )l a) e = [ st oty

ce qui montre que f € ., avec Ay = g.

Exercice 7. Pour vérifier I’orthonormalité, étant donné deux couples (i,7’) et (4, j') d’in-
dices entiers > 1, le théoreme de Fubini-Tonelli permet de décomposer 1’intégrale :

(AW, 6000 oy = [, 20y (o) ol (o) dody

R41 xR92

= / pil@)pr(x)de | i(y) ¥y (y) dy
R% R42

_ sio§)

- 52/ 5j/

S

- (Si/,j/‘

Ensuite, pour vérifier la complétude, il s’agit de montrer que toute fonction :
h(z,y) € L*(R" x R™)
qui est orthogonale a toutes les ¢;(z);(y) :

0= / i)y (y) R, y) dady
R41 x R42

= / pi() Vi(y) h(z,y) dy V4,V ),
R1 Rd2

v~

=:g(x)
est nécessairement nulle (presque partout). Mais alors, la fonction (mesurable) g(x) qui
apparait ci-dessus est orthogonale a toutes les ¢;, donc par totalité de la base hilbertienne
(i(x)).-, de L2(R%), il vient, pour presque tout z € R? :

0=g(r) = Ui(y) h(z,y) dy (v3),

R42
et 2 nouveau de maniere similaire par totalité de la base hilbertienne (1; (y))jil de L?(R%),
il vient :
h([)?, Y ) =0 (presque partout).
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5. Examen 3

Exercice 1. [Convergence en mesure] On dit qu’une suite (f,,)>° ; de fonction f,,: £ —
C de fonctions mesurables définies sur un sous-ensemble mesurable £ C R? converge en
mesure vers une fonction f: £ — C si, pour tout 6 > 0,on a:

0= nli_)moom({x € E: |fu(z) — f(z)| = 0}).

(a) Lorsque f, converge en norme L' vers une fonction f € L'(E,C), montrer que f,
converge en mesure vers f, et généraliser ensuite cela aux espaces LP avec 1 < p < o0.

(b) Avec I’hypothése supplémentaire que m(F) < oo, montrer que si (f,)52, converge
presque partout vers une fonction f, alors ( f,,)2; converge aussi en mesure vers f.

(¢) En considérant la suite de fonctions sur R :
T
gn(z) = - 1jp,n2) () (n>1),
montrer que 1’hypothése m(E) < oo dans (b) est en général nécessaire.

Exercice 2. Soit f: R — R, une fonction mesurable intégrable satisfaisant f]Rd f e
10, oo[. Soit & > 0 un parametre. On introduit la suite numérique (a,, )2 ; définie par :

S AL

(a) Montrer que m ({z € R%: f(z) # 0}) > 0, ol m désigne la mesure de Borel-Lebesgue
sur R,

(b) Lorsque 0 < o < 1, montrer que oo = lim a,,. Indication: Utiliser le théoreme de Fatou
n—o0

apres en avoir soigneusement rappelé 1’énoncé exact.

avec a, € Ry U {oo}.

(¢) Lorsque o = 1, montrer que f f= lim a,.
n—00

(d) Lorsque o > 1, montrer que 0 = lim a,. Indication: Montrer que la fonction y —
n—oo

log(1+y*)

est bornée sur R, .

Exercice 3. Soit (f,,)°°; une suite de fonctions mesurables sur [0, 1] C R satisfaisant :
1
Ve>0 HK(&‘) > 1 / ‘fn’ . 1{|fn|>K(8)} < ¢ (Vn=1).
0

(a) Pour une constante réelle fixée K > 0, montrer que :

1 1
0 = Iim — <SU - ) 1 N .
preo (P /0 n<2 [l {n<€)|fn|<K}>
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(b) Montrer, pour tout entier p > 1, que :

1 1
n -1 su < nl 1 '
/0 <it£}f |> {sup [fal > K} 1@%/@ [ £l {i7al> K}

1 1
/0 (SUp|an'1{sip|fnl>K} < D> /0 FRIRR S(TANSE
np

nsp 1<n<p
(c) Montrer que pour tout € > 0 arbitrairement petit, il existe une grande constante réelle
K(e) > 1telle que:

1 1
—/ (Sup}an 'l{sup|fn|>K} < € (Vp>1).
P Jo ‘n<p n<p

1 [t
0 = lim (—/ sup!fn’).
P20 \ P Jo n<p

Exercice 4. Pour y € R, on introduit :

(d) Montrer que :

! 1
I(y) ::/0 \/ﬁdm

(a) Calculer I(y) et montrer que y — I(y) est une fonction continue bornée.
(b) Soit (yx)%2; une suite de nombres réels. Pour x € [0, 1] et pour n € N, on introduit :

1 1
go(r) =S = ——
;; K2/l — el

Montrer que la suite numérique ( fol gn(z) dz) 20:1 est bornée.

n

(c) Montrer que la suite de fonctions (g, )22 ; converge simplement vers une certaine fonc-
tion g., mesurable et intégrable sur [0, 1].

(d) Montrer que la série de fonctions de [0, 1] a valeurs dans [0, 0o] :

= 1 1
T — E ——
2
k=1 k [ — il
converge presque partout vers une fonction finie.

(e) Montrer que si (y,,)5°, est une suite a valeurs dans [0, 1] qui est dense dans [0, 1], alors
la fonction g, est discontinue en presque tout point.

(f) Montrer que si (y,,)22 ; est a valeurs dans [2, co], alors la fonction g, est indéfiniment
dérivable sur [0, 1].
Exercice 5. [Lemme d’Austin] Un ensemble qui est réunion /; U --- U [,, d’intervalles
ouverts non vides I; C R est toujours de mesure :

m(LU---Ul,) < m(l)+-+m(l,).
Montrer qu’il existe une sous-famille d’intervalles deux a deux disjoints I, , ..., I;, pour
certains indices appropriés 1 < ¢; < -+ < i < ntels que:

m(L,) + - +m(L,) = m(L,U---UL,) > %m([lu---uln).
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6. Corrigé de I’examen 3

Exercice 1. (a) Soit donc 6 > 0 fixé. On travaille directement dans LP avec 1 < p < oc.
Si on abrege, pourn > 1:

Ens = {z € E: |fule) - f(2)| > 6},
il vient :
0" 1g, ,(x) < |(fu = F)(@)]" (VzeE),
ce qui, apres intégration, donne :

5pm(En75) < /E ‘fn(x)—f(a:ﬂpdx

— 0,
n—oo
et comme on peut diviser par la constante non nulle 6° > 0, on obtient bien :
lim m(E,s) = 0.

n—oo

(b) Pour tout 0 > 0 fixé, le but, sur £ C R de mesure finie, si (f,,)7>, converge simplement
presque partout vers une certaine fonction mesurable f, est d’atteindre :

0= lim m(E,s) = m ({z € E: |fulz) = f(2)] = 6}),

n—oo
autrement dit, d’établir que :
Ve>0 dN()>1 (n > N() = m(Ens) < 5).
A cette fin, pour N > 1 entier, introduisons les ensembles :
Gy = {z € E: |fu(z)— f(z)] <6, Vn>= N},

qui sont emboités (exercice mental) :

GN - GN+1 (VN>1),
et qui remplissent :
E = |J Gy,
N=1

parce que (exercice mental avec solution), en tout point z € E, ’hypothese de convergence
simple s’€écrit :
IN(z,8) > 1 <n > N(w,6) = |fale)— f(z)| <6 Yn> N(az,é)).
Les complémentaires :
Fy ={z€E: In=N, |fu(z) — f(z)| =0}

= U En,57

n>N
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sont alors décroissants :
Fy = E\GN C E\GN-H = Fni1 (VN =1),

ﬂFNzE\UGNzw,
N=1 N=1

en tenant compte de ’hypotheése qu’ils sont tous contenus dans I’ensemble ' de mesure
finie, un théoreme du cours donne :

Jim m(Fy) = m( ﬁ FN) =0,

N=1

et comme :

donc pour tout € > 0 arbitrairement petit, il existe un entier N(¢) > 1 assez grand pour
que :
m(Fxe) < e

Alors la conclusion s’offre a nous, car maintenant, pour tout n > N(¢),ona:

m(E,s) = m( U | EW;)

n=N(e

= m(Fye)
<

< €.
(¢) Sur £ = R, ensemble de mesure infinie, la suite de fonctions positives :
gn(x) == T 1gpn2(0) (z€Ry,n>1),
est manifestement encadrée par :
0 < gulw) <2 — 0,
ce qui montre la convergence simple vers la fonction nulle g := 0.
Toutefois, elle ne converge pas en mesure vers la fonction g = 0, car si 0 > 0 est fixé :
m({z € Ry: go(z) 20) = m({0 <z <n’: £ =6}
= m({én <z < n2})
= n(n—>9)
ne tend pas vers 0 lorsque n — oo — et méme bien pire, diverge vers I’infini !
Exercice 2. (a) Si on avait au contraire :
0 = m({z e R?: f(z)#0}),
on aurait 0 = fRd f, en contradiction avec 1I’hypothese fRd f €10, 00].
(b) Tout d’abord, le théoréme de Fatou énonce que si une suite (f,,)%°; de fonctions me-
surables f,: R? — R, U {oco} ne prend que des valeurs positives — hypothése impor-
tante —, alors :
/ liminf f,,(z) de < liminf folz)de.
R Rd

4 M—00 n—00

Ici, comme la mesure de {z € R?: f(z) > 0} est strictement positive, il existe § > 0
tel que ’ensemble :
Es = {ze RY: f(z) > 6}
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est de mesure strictement positive :
m(E(;) > 0,

carm({f > 0}) > Oetcar {f >0} =U2, {f > <}
Maintenant, supposons que 1I’exposant « dans :

owie [ it (2
o [ s (22

satisfait 0 < o < 1. Comme log (1 + x) ~ z pour x proche de 0, et comme n(%)a — 00,

n—oo
. o\
lim nlog [14 | — = 00,
n—00 n

et nous pouvons donc minorer :

liminfa,, > Iiminf/ n log {14— (ﬁ }d:v
n—o0o n—00 Ej n

il vient :

[Fatou 1] > / liminf n log [1 + _x)) ] dx
Es n—00 n
. AN
> / lim nlog [1 + (—) ] dx
Es n—o00 n
= m(E(g) - 00
= 00.

(c) Lorsque o = 1, I’inégalité classique log (1 + y) < y valable pour tout y > 0 — en fait
pour tout y > —1, mais notre y := f(x) estici > 0 — donne :

n log {1 + @] < f(x) (Vo eRd),
n
d’ot par intégration :
a, = / n log {1 + M] dr < f(x)dx (Vn>1),
Rd n R4

ce qui montre en particulier que tous ces a,, < oo sont finis.
Pour I’inégalité inverse, c’est encore et a nouveau Fatou qui nous appelons a la res-
cousse :

liminfa, > Iiminf/ nlog {1—1—@} dx
Es n

n—oo n—oo
< / liminf 1 log |:1 + f_il?)} dx
R4 n—oo n
= f(z)dz,
]Rd

cette derniere limite inférieure €tant une vraie limite.
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(d) Supposons enfin que o > 1, et commencgons par vérifier, comme cela a été suggéré,
que la fonction :

log (1 + y“
., log(1+y7)
)
est bornée sur R .
En effet, elle est > — donc 4° — sur |0, co|, et quand y — 0, I’équivalent log (1 +
y) ~ y donne le prolongement par continuité :

log (1 @
g(l+9") | ot g
Yy y—0 y—0
tandis que, lorsque y — 00 :

log (1 + y“ I
g(l+y")  algy
Yy Y—00 Yy Y—00

Par conséquent, il existe une constante 0 < C', < oo telle que :
(0<) log (1 + yo‘) < Cuhy (Vy €]0,00[).

Ici appliquée a y := @, cette inégalité montre que les intégrandes des a,, sont unifor-
mément dominées par une fonction-majorante :

nlog {1+ (M)T < nC’a@ = C, f(z),

n

qui est intégrable sur R?, puisque f avait été supposée I’étre, ce qui permet premiérement
de constater agéablement la finitude de tous ces :

ap = /Rd n log {1—# (@)a] dx < C, » flz)dr < oo,

et deuxiemement, en appliquant le théoréme de convergence dominée, apres avoir furtive-
ment observé 1’annulation des limites ponctuelles en tout z € R? fixé :

(0<) nlog [1+ <$)a} < lim n (M)a = % (f(z)" — 0,

n—o0 n n—oo

o= [ (am woalt+ (1))t
= /Rd 0=0.

Exercice 3. (a) Pour toute constante réelle fixée 0 < K < oo, et tout entier p > 1, on a
clairement :

de conclure que :

sup | ful - Lysup fu<iy < K (Ve 0,1]),

n<p n<p

d’ol apres intégration la majoration permettant de déterminer la limite demandée :

1 1
lim (—/ sup|fn(x)|~1{sup|fn|<K}(x)dx> < lim —K/ dx
0 n<p

p—0o0 p n<p p—0o0 p



6. Corrigé de 'examen 3 37

(b) Fixons un point z € [0, 1], et choisissons un entier m = m(z) avec 1 < m < p
réalisant :

|fm(x>‘ = sup {fn |

1<n<p

d’ol :
[£(@)| < |Fm(@) (v1<ns),

puis :
‘f”@‘ 1{5”P|fn|>1’<} |fm ‘ 1{sup\fn\>K}() (V1<n<p).

n<p
Lorsque | f,(x)| < K, le membre de droite vaut 0, il est donc inférieur a toute quantité
positive.
Lorsque { fm(x)} > K, on poursuit la majoration du membre de droite :
{fn(z | 1{SUP \fn\>K}( r) < }fm(x)‘ -1

n<p

= | fu(@)] - Lypnsmy (@)
> h@] s (@),

1<n<p

N

puis en prenant le supremum sur 1 < n < p a gauche :
(Sup ) Vs iy <D 1l Lggsre,
n<p n<p 1<n<p
pour conclure par une simple intégration :

1
/ (Sgp|fn|)'1{sup|fn|>f<} < Y / |ful * Ly gal> K3
0 n<p n<p

1<n<p

(c) Soient donc ¢ > 0 et K(¢) > 1 comme dans I’hypotheése de cet exercice. Alors grice
a ce qui précede, que 1’on divise par p :

1 1
]3/0 (sup!fnl) Lisup a0} S Z / ol L re(epy

<
nsp n<p 1<n<p

<Z€

1<n<p

= &.

(d) Il ne reste plus qu’a effectuer la syntheése de ce qui vient d’étre vu. L’intégrale dont
il faut déterminer la limite quand p — oo se découpe naturellement en deux morceaux,
toujours avec K = K(¢) :

1 [t 1 [t 1 [t
—/ sup | fn| = —/ Sup\fn| Lisup | ful<k ()} + / suplfn| Lisup |fa[> K ()}
P Jo P Jo 0

n<p n<p n<p n<p n<p
1 /!
[Questions (a) et (c)] < —/ sup | ful - 1{SUP|nt<K(€)} +e
p 0 ngp n<p

N J/

Vo
—
n—oo
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et donc, il existe N(g) > 1 assez grand pour que, pour tout n > N (&), on ait :
1 !
(0 <) —/ sup|fn| < e+¢,
P Jo n<p
ce qui établit bien la « z€ro-ité » annoncée de la limite.

Exercice 4. (a) Trois cas sont naturellement a distinguer.
e Lorsquey < O:

1
dr = [2\/m—y} =2 — 2=
VT —Y
e Lorsque 0 <y <1:

dr +

O —
(e
2y+21—y.

[\:)@\

|_|
< =

e Lorsque 1 < y:

I(y):/o1 = d:xz[—Q\/y——xLl):2\/§—2\/yTl.

y—x

Sur | — 00,0[ U ]0,1[ U |1, 00|, la continuité de y — I(y) est claire, tandis qu’au
premier point spécial O :

Jim I(y) = 21— V0 =2V0+2V1-0 = Jim 1(y),

et au point spécial 1 :

im I(y) = 2vV1+2VI-1=2V1-2VIi-1= Im I(y).

y*> y

Ainsi, y — I(y) est continue sur R tout entier, donc bornée sur tout compact de R. Mais

comme, en utilisant Vb — Va = \[+ v ona:
1
lim [ = lm 2 =0,
— 004y (y) —ooy \/1— —|—\/_
ainsi que :
1
im I(y) = Im 2—— = =0,
y—00 y=oo  \y+y—1

cette fonction /(+) est en fait bornée sur R tout entier.
(b) Ainsi donc, puisque :
[Zlg0@®) = sup[I(y)] < oo,
yeR

il devient aisé de majorer uniformément en n > 1 les intégrales sur [0, 1] des fonctions
proposées :

(n21),

Z = W—ym
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ol (yx)72, est une suite quelconque de nombres réels, car en effet :

(0 <) /0 gn dl‘ = Z /{52 / /—|x—yk
< Z %]Q/k)

k=1
n

1

< | wom) Z =
k=1
7'('2

)6’

en se souvenant que y -, kQ converge et vaut d’ailleurs 7, comme nous 1’a appris Euler.

6 2
(c) Tout d’abord, en tout point fixé = € [0, 1], la limite ponctuelle :

goe(1) = Tim_ga()

existe toujours dans R, U {occ}, car les valeurs g, () < g,11(z) croissent, et la fonction-
limite g, est mesurable, grace a théoreme fondamental du cours.

De plus, comme 0 < ¢, < ¢n41 partout sur [0, 1], pour tout n > 1, le théoréme de
convergence monotone s’ applique et donne :

1 1 1
Joo(x)dx = / lim g,(z)dx = lim / gn(x) dx

7.‘.2

< [ 5
< o0,
inégalité fort agréable qui établit I’intégrabilité sur [0, 1] de la fonction positive g...
(d) Observant que la fonction g, a valeurs dans R, U { oo} est bien entendu donnée par :

Z /{2. /—]$—yk|

la finitude ainsi acquise de [ g., garantit alors, d’aprés un lemme du cours bien connu
car tres souvent utilisé, que les valeurs 0 < g (z) < oo sont finies en presque tout point
x € [0, 1] — car sinon, si ces valeurs étaient infinies sur un ensemble de mesure strictement
positive, on aurait [ g., = oo.

(e) D’apres la Question (d), la fonction :

— 1
; n? V |x — Yn|
prend des valeurs finies en presque tout point = € [0
= {2z €[0,1]: gool

et observons que ¥, € D car on a visiblement :

, 1]. Posons alors :

1
T) < oo},

goo(yn) = & (Vn>1).
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Nous affirmons alors que :
D C {x € [0,1]: goon’est pas continue enx},

ce qui montrera que g, est discontinue presque partout. En effet, par densité de (y,,)>
dans [0, 1], tout point = € D est limite d’une certaine sous-suite (v, )3

ynk — X.
k—o0

Si g était continue en z, elle serait nécessairement bornée dans un petit voisinage ouvert
non vide de = (exercice mental), contredisant le fait que :

goo(ynk> = o0 VE>1).
L’interprétation a retenir est qu’une fonction peut tout a fait étre Lebesgue-intégrable,
comme l’est g, tout en étant discontinue presque partout.
(f) On suppose pour terminer au contraire que tous les y,,, avec n > 1, sont dans [2, oo],
d’ou :
Yo — T 2 2—-1 (Vn>1,Vze[0,1]),

et donc :
1 1

< =
Y — T V2 —1

1,

ce qui montre que la série :

SESE
— n® \y, —x
est normalement, donc uniformément, convergente sur [0, 1], donc définit une fonction
continue sur [0, 1], d’apreés un théoréme classique connu.
Ensuite généralement, pour tout entier x > 0, la dérivée x-¢me de la fonction x —
( - —-1/2 .
Yn — ) vaut :

(_%)(_%_1)”«_%_%_'_1) (yn—x)féfﬁ __constante,

[0,1]

(Yn — x)n—&-% ’

et pour la méme raison, on a les majorations uniformes par rapport a z € [0, 1] :
dr 1 |constante|
‘dw[@”_x)Q} T

qui garantissent la convergence normale-uniforme de la série dérivée terme a terme :

%o (=)

n=1

(“20)7

(0,1]

donc grace a un théoréme connu, g, ‘ 0.1] est de classe € pour tout x > 0, donc est ¢°°.

Exercice 5. Avec n; := n, on renote cette collection d’ouverts non vides :

Lu---ur

ny?

on sélectionne I’un d’entre eux I}l de longueur maximale, on définit :

}Z = 3]1»11,
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comme étant I'intervalle de méme centre dilaté 3 fois, on supprime de la collection fous les
I avec j # iy qui intersectent I}, et on note, avec un certain entier 0 < ny < 7y — 1, 1a
réunion des intervalles restants :

Pu--UL,.

Comme on a inclusion de tous les intervalles dans la réunion maintenant disjointe :
1 1 T 2 2

il vient : N
m(Il1 U---u Iil) = m([ill) + m([l2 U---u IZZ)

1 2 2
=3m(I})+m(IfU---UIL).
Ensuite, on répete ce procédé avec la collection restante, il se termine en un nombre fini
k < n d’étapes, et on obtient bien une sous-famille disjointe satisfaisant :

m(ILU---UL) < 3(m(L,) + - +m(L,)).
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7. Examen 4

Exercice 1. [Convergence monotone en théorie de Riemann] Sur un intervalle [a, b] € R
avec —oo < a < b < oo, soit une suite de fonctions f,: [a,0] — R qui sont toutes
décroissantes sur [a, b]. On suppose que lim fa(z) =: f(x) existe en tout point = € [a, b].
L’ objectif est d’établir que f; fo(z) dx —_ f; f(z) dz, I'intégrale étant prise ici au sens
de Riemann.

(a) Montrer que f est décroissante.

(b) Justifier que les f,, ainsi que f sont toutes Riemann-intégrables.

(c) Au moyen d’une figure soignée, esthétique et intelligente, faire voir sans mots qu’en

. . o 8} z z . .
un point 2o € |a, b[, la suite numérique ( fn($o))n:1 n’est pas forcément décroissante, ni
méme croissante.

(d) Justifier, pour tout € > 0, I’existence d’une subdivision :
A:Asz{a:x0<x1<~~<x,,,1<x,,:b}

de I’intervalle [a, b] telle que les sommes de Darboux inférieure et supérieure YA (f) et
Y2(f), dont on rappelera soigneusement la définition, satisfont :

b
28 - < [ f)de < Salf) 4
(e) Montrer qu’il existe un entier n = N. > 1 assez grand pour que :

flan) = 5= < falm) < fla) +5—

(f) Toujours pour n > N., montrer que :

S2(fa) < BA(f) +e

(Vn>=N:,Vk=1,..,v).

(g) Toujours et encore pour n > N, montrer que :
Yalfn) = Balf) +e

(h) Montrer que :

b
EA(fn) —2e < / flz)dr < Xa(fn) +2¢ (Vn>N.),

(i) Montrer que :

b b b
/ fn(x)dx—2€</ f(x)dxé/ fo(z)de +2¢ (Vn>N.),

et conclure.
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Exercice 2. [Borel-Cantelli] Soit une série Y .-, ax(x) de fonctions mesurables définies
sur R? satisfaisant toutes a;, > 0 presque partout.

(@) Pour n > 1, soit f,(x) :== > 7_, ax(z). Vérifier que f,(x) < f,41(z) presque partout.
(b) Justifier I'existence de lim f,(z).
n—oo

(¢) Montrer que :

i::/ak(x)dx = /i::ak(x)dx.

(d) Sous I’hypothese supplémentaire que la valeur du membre de gauche est < oo, mon-
trer que la série > -, ax(x) converge presque partout vers une certaine fonction-limite
mesurable finie.

(e) Soit maintenant une suite (F})32, de sous-ensembles mesurables de R satisfaisant
S oo, m(Eg) < oo. Montrer que ’ensemble des points © € R? qui appartiennent a une
infinité de £}, est de mesure nulle.

Exercice 3. Pour ¢t > 0, on pose :

(a) Montrer que k est une fonction %! sur |0, ool.
(b) Montrer que k'(t) = — z5.

(c) Calculer la limite de k(t) lorsque t — oc.
(d) En déduire k(¢).

(e) Calculer la limite quand t — 0 de k(¢).

(f) La fonction z — # est-elle intégrable sur [0, co| pour la mesure de Lebesgue dx
sur R ?

Exercice 4. [Théorie de la mesure, Question de cours] Soit une fonction
f e LY R4 RY).
(a) Justifier brievement qu’il existe une suite ()52, de fonctions étagées positives @5 > 0
qui tendent ponctuellement vers f en tout point, avec @i < Qp1.
(b) Montrer que :

0=

k[}moo Hf - 9Dl’fHLl(Rd)'

(¢) Soit un ensemble mesurable £ C R?. Sans rappeler toute la démonstration mais en

rappelant les idées, justifier soigneusement qu’il existe une famille finie de rectangle fermés
presque disjoints Ry, ..., R tels que :

J
m(EA U R]) < e

=1

(d) Montrer que :

< e

J
e =3 T
j=1

(e) Montrer que les fonctions en escalier sont denses dans L!(R4, R, ).

L1(R4)
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(f) Montrer que les fonctions continues a support compact sont denses dans L'(R¢, R ).
(g) Comment étendre ces deux résultats a L' (R4, C) ?

Exercice 5. Soit Q C R? un ouvert, et soient deux nombres réels 1 < p < q < o0.

(a) Pour d = 1, trouver un exemple d’ouvert 2 C R de mesure m({2) = oo infinie tel que
LA(€2, C) n’est pas contenu dans LP(€2, C).

(b) Lorsque () est de mesure de Lebesgue finie, montrer au contraire que L9($2,C) C
LP(Q,C).

(c) Toujours sous I’hypothese m(£)) < oo, montrer que :

1_1
sup {| [l f € LR C), |flra = 1} = (m(Q))* .
Indication: Appliquer I'inégalité de Holder a f = f - 1 avec un réel p; tel que pp; = q.

Exercice 6. [Subdivisions verticales L] Etant donné une fonction mesurable fTR —
[0, +00], soit pour tout réel A > 0 I’ensemble :

E, = {z eR: f(z) > A}
(a) Justifier la mesurabilité de ces F'y.

(b) Montrer que I’application A — m(FE)) est mesurable.
(c) Pour tout exposant réel p avec 1 < p < 0o, montrer que :

JR Y A,

[0,00[
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8. Corrigé de I’examen 4

Exercice 1. Tous les éléments de cet exercice apparaissent déja dans le cours.

Exercice 2. Il en va de méme pour cet exercice, lui aussi concu en vu de tester I’assimilation
du cours.

Exercice 3. (a) Pourt > O etz > 0, posons :

flt,x) == e —.

Soit & > 0 arbitrairement petit. Comme ¢ — f(¢,z) est €' sur |0, 00[, de dérivée
— e~ sin x majorée sur [, oo par la fonction dominatrice uniforme en ¢ :

t.

‘—e‘””sin:p| < e [sinz|

/

—EX
€ Y

N

qui est intégrable sur [0, co], le théoréme de dérivation des intégrales a parametre s’applique
pour offrir le caractére ¢ sur [g, co[ de la fonction :

k(t) ::/ e’msm—xd:c,
0

T

avec en sus une formule pour sa dérivée :

K'(t) :/ —e sinxd.
0

Puisque € > 0 était prédestiné — par les dieux tout-puissants de la morphogénétique
grecque — a tendre vers 0, nous concluons bien que la fonction & est €’ sur ]0, oo.

(b) Il suffit de calculer I’intégrale précédente, grace a une primitivation évidente :

K(t) = —Im (/000 e e dx) - ([ei(i—t)ﬂzo)
= Im (@it>

1
241

(c) Pour tout = > 0 fixé, il est clair qu’on a la convergence ponctuelle :

sinx
flt,z) = e ™ — — 0.
X t—o00
De plus, en utilisant I’inégalité classique [sinz| < x valable pour z € [0, 00[, on a la

majoration uniformeent > 1 :

|f(t,z)| =e™

X
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par la fonction dominatrice x — e~*, intégrable sur [0, oco[. Ainsi, le théoréme de conver-
gence dominée s’applique, pour offrir :

k(t) — 0.

t—o00

(d) On résout I’équation différentielle obtenue en (b) :

1
K(t) = —
®) = -5,
par simple primitivation pour obtenir :
k(t) = — arctan(t) + constante,

la condition a I’infini de (¢) déterminant cette constante :

k(t) = g — arctan ¢ (t>0).

(e) Tl est alors clair que k() se prolonge continiment en ¢ = 0, avec la belle valeur :

(f) Ainsi, ce qui vient d’€tre acquis fournit la valeur de I’intégrale impropre au sens de

Riemann :
0 . M .
s _osinx ) sinx
— = e """ dr = Iim —dx,
2 0 xZ M—o0 [, €T

limite dont on peut indépendamment démontrer qu’elle existe, car :
o0 (n+1)m
sinx
>
n=0 Y "7 t

est une série alternée de terme général tendant vers 0 lorsque n — oo (exercice), mais
a proprement parler, x — 2% n’est pas intégrable au sens de Lebesgue sur [0, oo|, car
lorsqu’on prend les valeurs absolues :

o0

/°° ‘sinx’dm _ Z /(”H)” |sin z| "
0 x o JYnm Zz

n=

00 (n+1)m .
Z / |S|n l’| du
N L

n=0

WV

o)

T 1 1
:/0 smxdx-;-zn_i_l

n=0
2

= — .00,
T

on trouve un majorant qui vaut oo a cause de la divergence co = > -, % de la série
harmonique.

Exercice 4. A nouveau et encore — mais c’est la derniere fois | —, cet exercice, ce n’était
que du cours !
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Exercice 5. En dimension d = 1, prenons  := [1,00[, satisfaisant comme suggéré
m(€2) = oo, et prenons un réel 0 < ¢ < 1 satisfaisant :

cp <1 < cq,

ce qui est possible car 1 < p < q < oo par hypothese.
Alors grice a la connaissance de [ = dz = oo pour e < letde [~ Ldz =

1,764»1
[ —e+1

o0 1 .
L = ——7 pour e > 1, on voit que :

1
T — —
xC
n’appartient pas a LP(€)), mais appartient a L9(€2).
(b) Supposons donc maintenant I’ouvert 2 C R? de mesure (de Borel-Lebesgue) finie,
toujours avec 1 < p < q < oo, et soit f € LI(£2,C).
Pour montrer que I'on a aussi f € LP((2, C), I’astuce « intersidérale » a laquelle il fallait
penser (y compris dans de nombreux autres contextes) consiste, afin d’atteindre fQ |fIP <
00, a appliquer I'inégalité de Holder en faisant naitre un deuxieéme facteur artificiel anodin,

lel:
[f@ = [f@)] -1,

tout en choisissant des exposants finement ajustés :

ce qui conduit a :

/Q|f(x)}pd:c:/ﬂ|f(x)\p-1dx

(L Gy ([ v

1
a

fr = -(/ |f<:c>\‘*dzc)1 ()"
Ny

fini !

N

[Hoélder]

d’ou en faisant apparaitre les vraies normes LP et L9 :

| £l < (((Hf"mm))q)i)i ‘ (m(Q)ﬁ)’l’

a savoir — exercice d’arithmétique élémentaire — :

1_1
1 f e < (m(Q)P @ - | flrae
< o0,

ce majorant étant fini, puisqu’on a supposé f € LI(2).
En fait, cette inégalité montre mieux, elle fait méme voir (exercice mental) que I’injec-
tion :
L9(Q2) — LP(Q)
est continue, et que la topologie définie par la norme | - |z» est plus fine que la topologie
définie par la norme | - | zq.
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On peut aussi faire voir (mais cela n’était pas demandé) que cette inclusion L9(Q)) C
LP(£2) avec m(£2) < oo est toujours stricte, en s’inspirant, et en généralisant (exercice), le

cas de la fonction :

1
£C|—>—C,
T

sur € := [0, 1] C R en dimension d = 1, avec unréel 0 < ¢ < 1 satisfaisant :

cp <1 < cq,

—e 1
puisque fo % — oo pour e > 1, et puisque fo & — [3“"_6:11]0 = - poure < 1.

On pouvait aussi montrer directement 1’inclusion L9(£2) C LP(Q2) lorsque m(2) < oo
en utilisant I’inégalité élémentaire (distinguer |y| < let|y| > 1):

‘y|p < 1+‘y|q VyeR, 1<p<q< o),

d’out avec y := f(x) et par intégration :
JAIC |"dm <m(@) + [ (@) ds

(c) Toutefois, c’était la premiere approche avec I’inégalité de Holder qui était la plus adé-
quate, car dans I'inégalité générale obtenue a I’instant :

[ f ey < (m()P - | fllLoge)s

_1
¢ s’avere €tre optimale, i.e. étre la plus petite

o=

nous affirmons que la constante (m())
constante 0 < C' < oo satisfaisant :

[flze) < €1 flrae) (V£ € L9(),
comme on s’en convainc en réalisant qu’avec le choix « béte » de la fonction constante :
_1
f = m(@Q) s,

on a en fait égalité dans I’inégalité :

(LQﬁmﬁyﬁﬂéI(mmwmmrU;:mmﬁﬁ.l

Exercice 6. (a) Comme f: R — [0, oo[ est mesurable, pour tout réel A > 0, I’ensemble
de surniveau :

= {zeR: f(z) 2 A}
est par définition mesurable.

(b) Un résultat du cours, obtenu dans le chapitre « Fubini-Tonelli », a fait voir qu’une fonc-
tion f: R — R, comme celle-ci est mesurable si et seulement si son hypographe :

E:={(z, ) eERxRy: 0< AL f(2)}

est un sous-ensemble mesurable de R x R .
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Le théoreme de Tonelli, appliqué a la fonction :
(.CE, >‘) — 1E(:E7 )‘)7
nous assure alors que I’application R, — R, :
A — 1-dx:m(E,\),
Ey

est mesurable, puisque A\ — m(FE)) est I’intégrale par rapport a la premiére variable = de
la fonction (z, \) — 1g(x, \).

(c) Pour terminer, avec un exposant réel 1 < p < oo, appliquons enfin le théoréeme de
Tonelli a la fonction mesurable > 0 :

RxR, — R,
(ZL’, /\) — p)\p—l 1E($,/\),

ce qui donne :

P/ AN tm(Ey) dy = / pAPT! (/ 1dw> d\ =
0 0 IoN

p AP 1g(z, \) dzd)

+

/ PN 1,(a, )\)d)\)d
0

f(=
/ pAP~! d)\> dx
0

f(:c 7

=

X

I I
N TN

~—

comme demandé.
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9. Examen 5

Exercice 1. Sur un sous-ensemble quelconque F C IR, si une fonction quelconque
g: E — R est bornée, on rappelle qu’il existe une suite minimisante (y, )72, et une
suite maximisante (y, )%, qui réalisent :

infg = lim g(y,) et Jim g(y7) = supg.
On suppose donnée une suite de fonctions bornées f,,: £ — R, n > 1, qui convergent
uniformément vers une certaine fonction f: £ — R :
Ve>0 3N(E)EN Vn>=N(E) VzeE |f.(z)— f(z)|<e
(a) Montrer que f est elle aussi bornée.
(b) Si deux fonctions Ay, hs: E — R bornées satisfont :

hl([L’) < hg(l') (VzeE),
montrer que :
infhy < infhy et sup hy < sup hs.
E E E E
(c) Montrer que pour tout n > N(¢) :
inf f,, —inf f| < ¢ et ‘supfn—supf‘ < e
E E E E

On travaille dorénavant sur un intervalle réel £ = [a,b] avec —00 < a < b < oo et on
ajuste N(g) pour que :

n>=>N() = (Vxe[a,b] ‘fn(x)—f(x)‘gbfa>

Soit g: [a,b] — R une fonction bornée.

@SiA={a=2zy <2 < -+ <xy1 <z, = b} est une subdivision quelconque de
la, b] avec v > 1, rappeler les deux définitions des sommes de Darboux inférieure ¥4 (g) et
supérieure Y2 (g) de g.

(e) Montrer que pour tout n > N, :

Salfn) —e < Talf) < T2(f) < Z2(fa) + =

(f) Montrer que toute fonction qui est limite uniforme d’une suite de fonctions Riemann-
intégrables est encore Riemann-intégrable.

(g) On appelle fonction réglée toute fonction qui est limite uniforme de fonctions en esca-
lier. Etablir que les fonctions réglées sont Riemann-intégrables.
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Exercice 2. Dans I’espace euclidien réel standard R? de dimension d > 1, soit un sous-
ensemble mesurable £ C R?. On rappelle qu’une fonction f: £ — {—oco}URU{+0cc} a
valeurs dans I’ensemble étendu des nombres réels est dite mesurable si tous ses ensembles
de sous-niveau :

{zeE: f(z)<a} (VacR),
sont mesurables.
(a) Montrer que {z € E: f(z) > a} est mesurable, pour tout a € R.
(b) Montrer que {f = —o0} et {f = 400} sont mesurables.
(¢) Montrer, pour tous réels —oo < a < b < 400, que I’ensemble :

{zeE: a< f(z)<b}
est mesurable.

(d) Lorsque f: EE — R est a valeurs finies, montrer que f est mesurable si et seulement
si I'image inverse f (&) par f de tout sous-ensemble ouvert & C R est mesurable.

Exercice 3. [Questions d’assimilation du cours] Enoncer précisément sans démonstra-
tions :

(a) le théoreme de Tonelli, suivi du théoreme de Fubini, en explicitant I’articulation logique
naturelle qui existe entre eux lorsqu’on doit les appliquer dans des situations concretes ;
(b) le théoreme de Fatou inverse, avec les limites supérieures, au lieu des limites infé-
rieures ;

(c) le théoreme de changement de variables dans les intégrales en théorie de Borel-
Lebesgue ;

(d) le théoreme de dérivation sous le signe intégral d’une intégrale dépendant d’un para-
metre, en supposant que la dépendance par rapport au parameétre est 6.

Exercice 4. Soit dx la mesure de Lebesgue sur R et soit f: R — {—0co} UR U {oo} une
fonction mesurable intégrable.

(a) Montrer que I’ensemble {z € R: |f(z)| = 0o} est de mesure nulle.

(b) A I’aide du théoreme de convergence dominée, montrer que :

1 n

0= lim — x)dx.
n—oo 2N / n f( )

(c) En produisant un contre-exemple, montrer que cette limite n’est pas toujours égale a 0

(voire n’existe pas toujours) lorsque la fonction mesurable f n’est pas supposée intégrable.

(d) Maintenant, soit (h,)22; une suite de fonctions mesurables intégrables sur R qui
converge presque partout vers une certaine fonction A := lim,_, h,. Justifier que h est

mesurable.

(e) On suppose de plus que, pour tout n > 1, il existe une fonction positive intégrable
gn: R — R, U {00} avec |h,| < g, dont la suite compléte (g, )32, converge presque
partout vers une certaine fonction g := lim,,_, . g, qui est intégrable sur R. Apres en avoir
justifié I’ utilisation, appliquer le Lemme de Fatou aux deux fonctions g,, — h,, et g, + h.,.

(f) Pour toute suite (a,, )22 ; de nombres réels a,, € R, montrer que :

liminf (—a,) = —lmsupa,.
n—00 n— oo
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(g) Montrer I’implication :

(nli_)moo /_Z gu(2)dz = /: g(x)dx) — (n@m /_Z ha(z)dz = /_: h(a:)dx).

(h) Soit enfin (f,,)>2; une suite de fonctions mesurables intégrables sur R qui converge
presque partout vers une certaine fonction mesurable f qui est intégrable. Etablir 1’équiva-
lence :

(o [ in-s@lae = o) = ([~ n@la = [ i),

Indication: Pour I"implication « <= », introduire g, := 2 (|f,| + | f|) ainsi que h,, := |f, —

VAR

Pour I'implication « = », utiliser I'inégalité ||a| — [b|| < |a — b| valable pour deux
nombres réels quelconques a, b € R.
Exercice 5. Soit une fonction mesurable intégrable f: R, — {—o00} UR U {o0}.

(a) Pour tout t € R, montrer que la fonction R, > x — e~ f(x) est aussi mesurable
intégrable sur R .

(b) On introduit alors la transformée de Laplace de f :

L(t) ::/0 e " f(x)dx (tERy).

Montrer que la fonction R, > ¢t — L(¢) € R est finie et continue.

(c) Montrer que 0 = lim;_,oo Lf(2).

(d) Calculer une expression explicite de L(t) pour f(z) := e avec 6 > 0.
(e) Faire de méme pour f(x) := Ljp<s<1) - sin(2).

(f) Soient maintenant un nombre réel 7' > 0 et un entier n € N. Montrer que :

e _1\k
/ e " fla)de = Z U kll) e Le(kn).
0 keN

(g) Montrer que :
lim / e fa)de = / f(z)du.

(h) Soit un nombre réel a > 0. Etablir qu’il n’existe pas de fonction mesurable intégrable
f sur R, dont la transformée de Laplace vaut L(t) = e~ pour tout ¢ > 0.

(i) Pour f: Ry — {—00} URU {co} mesurable intégrable, montrer que ¢ — L¢(t) est
€ sur )0, ool
(j) Quand f > 0 ne prend que des valeurs positives, montrer que :

(x — x f(z) est L' sur [O,oo[) = (t — Ly(t) est €' sur [0,00[).
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10. Corrigé de I’examen 5

Exercice 1. (a) Faisons € := 1, prenons n := N(1), et, pour tout z € E, par majoration
triangulaire, déduisons le résultat voulu :

[f(@)] < |f(2) = fay(@) + faoy ()]
< |f(-77> - fN(l)(x” + }fN(l)(x)|
< L+ sup | fow]

A\

OO?
car par hypothese, fy(1) est bornée sur E'!

(b) Clairement, de hy < hs, on déduit pour tout x € F que :
Igf hl < hl(ZE) < hg(l’) < sup hg,
E
d’ou deux extraits intéressants pour la suite :
igf hy < ho(x) et hi(z) < suphs (Vz€E).
E

En prenant deux suites (v, )22, et (y;,)72; qui réalisent :

. T — . + o

|gf hy = EILngo ha (yu) et el@o h1 (yu) = s%p hq,

il vient comme désiré :

infh; < infhy et suph; < suphs.
E E E E

(¢) En appliquant le résultat de la question (b) qui précede aux deux inégalités :

folx) —e < f(x) < folz)+e (Vz€E),

on obtient :

inf f, —e < inff, igff < lgffn‘i‘g»

et
sup fr, — & < sup f, sup f < sup f, + ¢,
E E
d’ou
—e L inff, —inff < ¢ et —¢ < supf,—supf < e,
E E E E

et on reconstitue I’inégalité demandée en se souvenant que —|a| < « < |a| pour tout
nombre o € R.
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(d) Pour qui n’a pas oubli€ son cours :

v

Yalg) = Z(xﬁ—xﬁ_l) inf g,

re1 [Iiﬁfl»Irw]
14
S29) = D (wx—xe1) sup g

k=1 [fﬂnfl ,iﬂn]

(e) Grace a la question (c¢) appliquée sur E := [x,_1, ], en tenant compte de la normali-
sation de I’epsilon, nous avons, pour tout 1 < Kk < v :
€
inf —— < inf ,
[xﬁfl7xﬂ] fn b —a = [l‘nfl,l‘n] f

ainsi que :

sup f < sup f,+

[xmflyfrn] [xmflyxn] b —a
Nous pouvons donc majorer :

v

2A(fn>_5 - Z(xn—xn—l)[ inf fn_‘Ej

k=1 r1,0]
N HZV; (@ = @) 0 F g S ; (# = )
S ICEEI RV
< ;V; (T — Tp1) L f
= Za(f),

ce qui est la premiere inégalité demandée.

La seconde inégalité YA (f) < ¥2(f), abondamment vue en cours, est essentiellement
évidente, donc pourrait étre revue en instantané ici en notant que I’infimum de f sur chaque
intervalle [x,_1, x,] est bien entendu majoré par son supremum sur ce méme segment.

Pour ce qui est de la troisieme inégalité, on procede de maniere similaire quoique lége-
rement différente :

14

SAf) =Y (wx—xam1) sup f

k=1 [x/ﬁ—lyxl{}
z £
g (.T,{ - .Z',{,l) |: sup fn + :|
; [zr—1,7x] b—a
= Z (xn - xn—l) sup fn + b Z (xn - xn—l)
k=1 [x/ﬁ—lyxl{} —a K—
= T%(fn) + 5,

ce qui conclut la démonstration de :
Ea(fa) =& < Balf) < B2(f) < 22 (o) +e
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(f) Soit comme ci-dessus f = lim f,,, la convergence étant uniforme sur [a, b]. L’ objectif est
de trouver, pour ¢ > ( arbitrairement petit, une subdivision A de [a, b] assez fine pour que :

SA(f) = Ealf) < 3e.
Rien de plus facile ! Sachant que pour tout quadruplet de nombres réels :
a <y <0< B,
le petit segment [y, 6] C [ov, 8] a une longueur inférieure au grand :
d—v < B—a,
on tire des inégalités de la question précédente, pour tout n > N(¢) :

SA(f) = Za(f) < Z2(fa) — Salfa) + 26,

puis en prenant n := N(¢), il suffit de choisir A telle que :

Y2 () = Balfe) < &

ce qui est possible, puisque fy() est Riemann-intégrable par hypothese !

(g) Dans le cours, on a démontré que les fonctions en escalier sont Riemann-intégrables,
donc la derniere question (f) vient d’établir que leurs limites uniformes — les fonctions
réglées — sont aussi Riemann-intégrables.

Exercice 2. (a) D’apres un théoreme du cours, le complémentaire dans R d’un ensemble
mesurable est toujours mesurable, donc pour tout a € R :

{fza} = E\{f<a}
= En(R\{f <a})
est bel et bien mesurable !

(b) La mesurabilité étant préservée par réunions et par intersections dénombrables, les
deux écritures :

{f=—c0} = ({f <} et {f=+oc} = ({f=n}
n=1 n>1
font voir le résultat, en utilisant d’ailleurs furtivement (a) qui précede.
(¢) On écrit :
{fa<f<b} = {f<b}n{f>a}

puis, afin de faire voir que le deuxieéme ensemble est lui aussi mesurable, on le récrit sous
la forme adéquate :

{f>a} = J{fza+i}

:L;Jl( E\{f<a+%} )

mesurable par définition
NS v

~~
mesurable par un théoréme connu

VvV
mesurable par un théoréme connu
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(d) Dans I'un des tous premiers théoremes du cours sur les ensembles mesurables, on a
montré en dimension d = 1 que tout ouvert & C R! est réunion dénombrable d’intervalles
ouverts deux a deux disjoints :

0 = U ]Cln, bn[ (—oo<an <bp <o),

n>1

@) = U ' (lan, bal) -

mesurable par (c)
N >y

d’ ol :

vV
donc mesurable!

Exercice 3. (a) Comme cela a été dit en cours, dans la pratique réelle des exercices, c’est-
a-dire dans la vraie vie des mathématiques, on rencontre parfois une fonction mesurable
fi R x R%2 — {—00} UR U {400} définie sur un espace-produit :

R% x R®% (d1>1, d2 >1),

dont on ignore si elle est Lebesgue-intégrable — telle est la question que 1’on se pose !

Alors on lui associe la fonction mesurable positive |f| > 0, fonction dont on voudrait
déterminer si elle est d’intégrale finie, ce qui rendrait 1’étudiant(e) trés content(e).

Mais comme on peut toujours calculer I’intégrale de |f| > 0 puisqu’on accepte, dans
la théorie, que les intégrales de fonctions mesurables > 0 puisse valoir oo, on espere, en
utilisant le Théoréme de Tonelli qui permet de se ramener a deux intégrales emboitées en
dimensions inférieures d; < dy + ds et dy < dy + ds, pouvoir calculer ou estimer :

L= L (L rewla)a

et alors — bingo ! —, si le résultat numérique s’avere étre fini, on peut conclure que f est
Lebesgue-intégrable sur R? ! Quel contentement !

Car ensuite, le Théoreme de Fubini peut tre appliqué puisque 1’hypothese (cruciale)
[ |f] < oo qui apparait dans son énoncé est satisfaite, et on peut reprendre le calcul que
I’on vient de conduire pour |f| et recalculer alors pour f la valeur finie de son intégrale en
travaillant a nouveau avec des intégrales itérées :

4@(mfmwM)@=Rj.

P
en général calculable

Bien entendu, ces énoncés sont tout aussi vrais pour I’ordre inverse d’intégration itérée :

/Rdl (/Rd \f(l‘,y)\dy> d,
/Rdl ( - fla,y) dy) da,

et la pratique enseigne que si on a fait un mauvais premier choix d’ordre, il y a de bonnes
chances que I’ordre inverse ouvre les portes secretes.

puis :

(b) Le théoreme de Fatou inverse, avec les limites supérieures, au lieu des limites infé-
rieures, s’énonce comme suit — attention a la frappe sur les doigts de qui oublie I’hypo-
these f,, < 0!
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Théoreme. [Inégalité généralissime de Fatou inverse] Etant donné une suite quelconque
de fonctions mesurables négatives sur R? :

Jon <0 (n>1),

a valeurs dans {—occ} UR_, ona :

lim sup fo(z)dx < / limsup f,,. O
n — 0o Rd Rd n— o0
(c) Eh bien, le théoréme de changement de variables dans les intégrales en théorie de
Borel-Lebesgue s’énonce comme suit.
Théoréme. [Changement de variables] Soit o: U — V un difféomorphisme €* entre
deux ouverts U C R et V. C R% Alors pour toute fonction mesurable f: V — C, la
composée fop:
©
v=v-Lc
est aussi mesurable, et si f est de plus Lebesgue-intégrable, f o o est aussi Lebesgue-
intégrable avec la formule :

[ swan = [ 5oeta) baopta)] .

(d) Le théoreme de dérivation sous le signe intégral d’une intégrale dont I’intégrande est
de classe ¢! par rapport 2 la variable et au paramétre s’énonce comme suit.

Théoreme. [Dérivabilité sous le signe intégral] Si £ x [ 5 (z,t) — f(x,t) € C est
une fonction définie sur le produit d’un sous-ensemble mesurable E C R? par un intervalle
I C R d’intérieur non vide telle que :

(i) pour tout t € I, la fonction x — f(x,t) est Lebesgue-intégrable en la variable x sur
E;
(ii) pour tout x € E, la fonction t — f(x,t) est €, de dérivée :

of .
E(x’t)v

(iii) il existe une fonction positive g: ' — R mesurable Lebesgue-intégrable sur E qui
domine uniformément :
‘ &

(o) < ato)

pour tout x € E ettoutt € I;
Alors en tout t € [ fixé, la fonction :

T — aa—];(m,t)

est Lebesgue-intégrable sur I, et surtout, la fonction :

PN /Ef(x,t) dz

est dérivable sur I de dérivée égale a :

d 0
%/Ef(x,t)dx:/Ea—{(x,t)dx. d
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Exercice 4. Soit donc f: R — {—0c0} UR U {co} une fonction mesurable intégrable, a
savoir dont I’intégrale de la valeur absolue est finie :

/_°° f(@)|de < oo,

[e.e]

(a) Le fait que {|f|] = oo} est de mesure nulle est un théoréme du cours, mais
redémontrons-le. Pour tout entier N > 1, la majoration :

Nem({la =) < [ 1] < .

donne I’inégalité de Tchebytchev :

|/
m({lf| = ~}) < fT
dont le membre de droite tend visiblement vers zéro lorsque N — co. Mais puisque :
{If1=00} = () {l/I=n},
N>1

un théoreme du cours sur les intersections dénombrables décroissantes d’ensembles me-
surables de mesure finie a partir d’un certain rang — ce qui est le cas ici ! — fait voir la
nullité demandée :

m({1f1=o)) = m( () {1112 x})

N>1
= im m({|] > ~})
= 0.

On pourrait aussi raisonner de maniere plus directe, mais quelque peu moins rigoureuse,
par I’absurde, en supposant que m({|f| = oo}) > 0, ce qui, puisque f est supposée
Lebesgue-intégrable, conduirait a un jeu contradictoire d’inégalités :

m:>éuw>a»mWHZWD

Notons qu’il serait impossible d’en puiser une contradiction lorsque 0 = m({|f| = oo}),
puisque oo - 0 n’a pas de valeur fixe attribuable.

(b) Puisque le sujet demande d’appliquer le théoréme de convergence dominée, introdui-
sons la suite de fonctions mesurables :

1
fal2) = o (@) 1 (2) (n=1),
lesquelles sont constamment dominées par la fonction intégrable f :

| ful2)] < |f(2)] (VzeR, Vn>1),
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donc le célebre théoreme de Lebesgue s’applique pour offrir sur un plateau ce qui était
demandé :

n—oo 2M n—00

= /R lim f.(x)dzx

n—oo

:/RO

= 0!

lim i/_: f(z)dx = lim /an(x)dx

Subrepticement, on a utilisé ici 0 = m({|f| = co}) de la question (a).

On peut en fait se passer du théoreme de convergence dominée, griace a la majoration
élémentaire :

1 " 1 "
< = [ )
2n J_ o ’
~— —
constante < oo
o
inégalité qui démontre bien :
l L /n f(x)d 0
m — x xr = U.
n—oo2m J_,

(c) La fonction f(x) := 1 constante égale a 1 n’est bien siir pas intégrable sur R (elle est
d’intégrale infinie, ce qui est exclu), et la suite :

1 n

— l-de =1
2n v

Y
—n

est constante égale a 1, donc ne converge pas vers 0.

Plus subtilement, soit f: R — N la fonction paire définie, pour x > 0, par :

0 lorsque © =k € N,
f) = (—1)*k lorsque £k —1 < x <k pourunentier k > 1.

1 " 2 [
%/ flz)dx = %/o f(z)dx
1

= E(—1+2—---+(—1)’"‘n),
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somme dont les creux de vague croissent et décroissent alternativement, égale, lorsque
n=2n"—1lavecn >1,a:

n’—1 fois
1420+ [-34+4+ -+ [ =3+ 20 —2)] - (20 —=1)  T+1+---+1-(20'—1)
2n' — 1 B 2n/ — 1
T oo —1
1
n/—o00 2’
et autrement, lorsque n’ = 2n est pair, constamment égale a :
n’lg)is
142+ [-3+4 +-+ [0 =3)+ (20 = 2)] + [~ = 1)+ (20)]  T+1+--+1+1
2n/ N 2n/
n/
oo
1
= 3

o . . . . 1 1
et 1a, il y a deux limites possibles, — sets.

Un exemple encore plus convaincant faisant voir que la limite de 2i | " f n’existe pas
. . L. n —n
forcément est la fonction dérivée :
d
r):=—(xsinx
f(z) = —(zsinx),

non intégrable sur R au sens de Lebesgue (exercice non immédiat) :

o
/ |sinx+xcosx‘d:c = o0,

tandis que :
1 (™ d _ nsinn —nsin(—n)
o - e (m sin x) dr = o™

= sinn

oscille sans limite entre —1 et +1 lorsque n — oo, grace a un théoreme de densité des
entiers naturels modulo 27.

(d) D’apres un théoreme du cours, toute suite (h,, )22 , de fonctions mesurables intégrables
sur R qui converge presque partout sur R a toujours pour limite une fonction qui est me-
surable. D’ailleurs, la théorie de la mesure est en grande partie érigée dans 1’objectif de
stabiliser la mesurabilité par passage a des limites dénombrables quelconques.
Rappelons plus précisément que dans le cours, étant donné une suite quelconque

(h,)5e, de fonctions mesurables, on a démontré que les deux fonctions :

liminf h,, et limsup h,

n—00 n—00
sont mesurables, et lorsque ces deux fonctions coincident — partout ou presque partout,
cela revient au méme —, i.e. lorsque h, converge (presque partout) vers une certaine
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fonction-limite A = lim h,,, on en a déduit que :

liminfh, = Ilm = limsuph,
n—o0 n—00 n—s00

est mesurable.
(e) On suppose maintenant que, pour tout n > 1, il existe une fonction positive intégrable
gn: R — R, U {00} avec |h,| < g, dont la suite compléte (g, )32, converge presque
partout vers une certaine fonction g := lim,,_,, g, qui est intégrable sur R.

Il est alors clair que les deux fonctions :

combinaisons algébriques de fonctions mesurables sont mesurables, et de plus sont po-
sitives, hypothese requise pour pouvoir appliquer le Théoreme — généralissime ! — de
Fatou, lequel donne ici deux fois :

/mig (gn — hn) < Iiminf/(gn—hn),

n— oo
/mig(gnJrhn) < ',irlin/(Q”Jrhn)'

Or g, — g et h,, — h, donc en faisant extrémement attention a la maniere dont les
limites inférieures se distribuent a droite, i.e. en n’intervertissant pas le signe moins et la

limite inférieure :
/g—/h < Iiminf/gn+liminf/ (—hn),
n— o0 n— oo

/g+/h < Iiminf/gn—i-liminf/hn.
n— 0o n— oo

(f) Tout le monde sait en effet qu’il faut se méfier des signes « —» ! Rappelons que les
limites inférieure et supérieure d’une suite numérique quelconque (b,,)7° ; sont définies
par :

liminfb, = lim (inf bm> et limsupb,, = lim <sup bm>.

n— 00 n—o00 \m2zn n— 0o n—00 \m>n

Ici appliquée a la suite b,, :== — a,,, cette définition de la limite inférieure peut tre transfor-
mée en le résultat demandé :

liminf ( — a,) = lim (inf —am>

n— oo n—oo \m=n
= lim ( — sup am>
n— oo m>n

= — lim (sup am)
n— oo m>n

= —limsup a,.
n — 00

(g) Supposons donc que la suite g,, satisfait :

im- /Oo gu(z) dz = /OO g(x) dz.

—00 —00
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En revenant alors a la fin de la question (e) :

/g —/h < [y +Iiminf/(—hn),
J o n — 00

z o

/g—l—/h< g—Himinf/hn,
J n— oo

———0

cela permet instantanément de simplifier et d’obtenir :
— / h < Iiminf(—/ hn)7
n— oo
/ h < liminf / hy,.
n— oo

Mais la question (f) qui précede avait justement préparé le terrain a I’avance pour que
I’on puisse remplacer la premiere limite inférieure par une limite supérieure :

—/h < —Iimsup/hn,
n— o0
/h < Iiminf/hn,
n— oo

et en regardant bien droit dans les yeux ces deux inégalités, 1’aigle-étudiant qui sommeille
en nous les voit s’articuler instantanément en un tryptique :

Iimsup/hn < /h < Iiminf/hn,
n — 0o n—00

ce qui lui permet d’attraper d’un seul coup d’ceil sa proie-réponse :

im /OO ho(@) do = /oo h(z) da,

n—oo
o0 oo

puisqu’une limite inférieure est de toute facon toujours inférieure a une limite supérieure !

(h) Soit enfin (f,,)$°, une suite de fonctions mesurables intégrables sur R qui converge
presque partout vers une certaine fonction mesurable f qui est intégrable. Traitons d’abord
I’implication facile :

(gm [ Ih@-s@las = o) = (m [~ |n@lde = [~ ir@)d).

Pour cela, I’inégalité élémentaire valable pour deux nombres réels quelconques a,b €
R:
0 < |laf=ol] < [a—b],

qui apparaissait — heureusement ! — comme indication dans le sujet, va expédier la dé-

monstration comme suit :
o< || [al-1[d] <|[#-]1
< /lfn—f

car en effet, si le membre de droite tend vers zéro, le membre de gauche aussi !

bl
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Pour traiter 1’autre implication, principale :

(o [ In@-s@lds = o) = (m [~ |n@la = [~ i)

introduisons, comme cela a été gentiment suggéré par le sujet, les deux fonctions auxi-
liaires :

lesquelles satisfont effectivement les conditions requises :
gn — g :=4|f], h, — h:=0, |hal < gn

— on améme h,, > 0, quoique cela ne serve pas spécialement —, ainsi que :

lim /gn = /ga
n—00

et donc une application directe de la question (g) donne :

Iim/hn:/h:/OZO,
n—oo

c’est-a-dire en remplacant h,, :

0= i [ 1= s+ gm [ 1= [ 1
A

n—00

d’ou la conclusion :

n—oo

0= lim /|fn—f]. O

Exercice 5. (a) Les deux fonctions x — f(z) et x — e~ *" sont mesurables, et on a
démontré en cours qu'un produit de fonctions mesurables est encore mesurable.
De plus, la majoration :

e f(2)] < |f(2)] (teRy, >0),
donne apres intégration :

‘/000 e ™ f(x)dw

é/() ‘e‘xtf(x)|dx
< b d
< / (@) da

< oo,

ce qui démontre que x — e ** f(x) est Lebesgue-intégrable, puisque x — f(z) I’est.
(b) Posons :

g(z,t) = e ™ f(x).
Pour tout ¢, nous venons de voir que x — ¢(z,t) est intégrable sur R, . De plus, t —
g(x,t) est continue sur R, (et méme € !). Enfin, I’inégalité-clé ci-dessus :

l9(z,t)] < [f(2)]

fournit une fonction-dominatrice intégrable indépendante de ¢.
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Toutes les hypotheses du Théoreme de continuité des intégrales dépendant d’un para-
meétres sont ainsi satisfaites, et donc, la fonction :

Ry 3t — Lg(t) = / e ™ f(z)dr € R
0

est bel et bien continue !

(¢) A nouveau grice i la domination intégrable uniforme |g(x, )| < |f(x)|, pour toute suite
(t,)22, de réels t,, —> oo divergeant vers 1’infini, le théoréme de convergence dominée de
Lebesgue s’applique pour donner :

lim /00 g(x,t,)de = /00 ( lim e " f(x)) dx.
n—oo Jg o \n—oo

De I’Exercice 4 (a), rappelons que 0 = m({|f| = oo}), donc quitte a corriger f sur cet
ensemble de mesure nulle, on peut (on pouvait) supposer (des le départ!) que f: R, — R
ne prend que des valeurs finies, et alors il est clair que :

0= lim e ™" f(x) (Va>0),
n—oQ

et puisque fmm[ = f[O,oo[’ nous concluons que :

lim / e " f(x)dx :/ 0-de = 0.

Ceci étant valable quelle que soit la suite ¢, —> oo, on a bien fait voir que :

lim Lf(t) = 0.

t—o00

(d) La transformée de Laplace de la fonction f(z) := =% avec § > 0 est :

oo —z(t+0) ] 1
L:(t) = —xt 79:1:d — € N
() /O coo {—t—@h t10

(e) Le calcul de la transformée de Laplace de la fonction f(x) := 1{o<z<1y - sin(z) débute
astucieusement en douceur comme suit :

1
Ly(t) :/0 e " sinzdx
1 .
= Im </ e el dx)
0
ea:(i—t) 1
- (=)
1—1 |,
y
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puis, pour faire disparaitre les imaginaires au dénominateur, on multiplie en haut et a droite
par (—i —t), ennotant que (i — t)(—i —t) = 1 +*:
(et —1)(—i—1)
(i =t)(=i = 1)
e t(—iet —tet) +i+t
142

Lf(t) = Im

= Im

—t
=17 Im(—ie' —te') + Ty
et _ 1
= m(—0031—t8m1)+m
1—e*(cosl+tsinl)

14 ¢2

+0

(f) Le développement classique en série entiere de 1’exponentielle permet d’écrire :

k
e—en(T*I) _ Z <_1) eknTe—kmc
k! '
keN

Multiplions-le par f(x) :

_en(T—x) (_1)k knT _—knz
e ) = S ke

keN

Soit la suite de fonctions définies sur R :

_en(T—x)

gt @ 7 f(a) (1),
qui sont mesurables uniformément dominées par :

_en(T—x)

ga(@)] = e f@)

< |f(7)] (Vz€Ry,Vn21),

donc intégrables. D’un autre c6té, les termes :
—1)*
( ) eIch efknm f(l')
k!
ont une somme absolument (car normalement) convergente, puisque :

knT

— @),

<

‘<_k1')k eknT 6—knx f(x)

et puisque :
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Cette convergence normale justifie I’interversion entre intégration et sommation infinie
dans le calcul suivant :

/0 T e f(ayde = /0 N (Z (VP ot gt f(x)) dr

keN

o <_1)k 6k;nT > e—kn:c 2) dr
-k /0 fw)d

keN
—1)*
= > C e Ly ),
keN '
qui aboutit a I’'identité demandée.

(g) Lorsque n — oo, la suite de fonction (g,,)5° ; introduite dans la question précédente
converge simplement vers :

0 lorsque 0 <z < T,
goo(x) == & e 1 f(T) lorsque =z =T,
f(x) lorsque T < .

Nous pouvons donc appliquer le théoreme de convergence dominée, ce qui nous donne :

lim /00 e fa)da = /OO f(z)d.

(h) Supposons par I’absurde qu’il existe une fonction f € L'(R,) dont la transformée de
Laplace vaut :

e " = L) = /0 e ™ f(z)dx,

pour une certaine constante a > 0.
Prenons alors un nombre réel 0 < 7T'. Les questions (g) et (f) qui précedent nous per-
mettent alors de représenter la quantité finie :

h = | e z)dx
| s@de = i [ @)
= (3 G e st )

k=0
— lim e
n—oo
1 lorsque 0 < 7T' < a,
= et lorsque T' = a,

0 lorsque 1" > a.
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/:O fle)dr =,

[e.9]
f(z)dz =0,
ate
ce qui contredit un théoreme du cours d’apres lequel faa+e g doit tendre vers 0 avec e, pour
toute fonction intégrable g.

Par conséquent :

tandis que, pour tout e > 0 :

(i) Soit ¢y > 0 et soit I’intervalle ouvert 1’entourant sans toucher {0} a gauche :
to € %, 2] c 10,00l

La dérivée partielle de 2 e~*" f(x) par rapport 2 ¢ est alors majorée par :

a t —xt

Sl ]| < |- ve o)
< |ee ] |f(2)]
<

CYO ’ ‘f(x)’7

la constante 0 < Cjy < oo étant une majorante quelconque de la fonction continue z —

t
ze 3, laquelle vaut 0 en = = 0 et tend vers 0 lorsque © — occ.
Gréce a cette majoration uniforme par la fonction-dominatrice Cy | f ()| intégrable sur
R, le théoreme de dérivation sous le signe intégral s’ applique et offre le caractere € de
to 3to

t — Ly(t) sur |32, =52[, donc sur ]0, oo, puisque le choix initial de ¢, > 0 était laissé a

notre entiere discrétion.
f)) MainFenant, lorgque f = 0 ne prend que des valeurs positives, la fonction ¢t —— L¢(t)
est décroissante, puisque :

0 < t/ < t” < 00 — Lf(t,) . Lf(t//) — / (e—zt’ i e—:ct/,) (m) de
0 v

——
>20Vz=0 >0

= 0.

De I’équivalence :
(x — o f(x) est L' sur [O,oo[) = (t — Ly(t) est € sur [0,00[),

démontrons en premier lieu I’'implication la plus délicate ‘<’.

Puisque le caractere €' de t — L¢(t) sur ]0, oo[ est toujours ‘gratuitement’ vrai, en
vertu du résultat de la question (i) qui précede, c’est surtout la dérivabilité ¢ = 0 qui est une
hypothese ici, et par la décroissance qui vient d’étre observée, I’hypothese en question est
donc que la limite suivante existe et est positive finie :

0 < —L4(0) = tm 2O =L
t;»o t
0o _ ,—xat
= lim 1—€f(x)dx
t—0 t
> Jo

Or pour faire voir que x — x f(z) est L' sur [0, oo[, un bon Coup de Fatou Ia ou il

faut — qui s’applique car 1‘?“ f(z) > 0, mais de grice ! Monsieur de Marcay ! pas de
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frappe sur nos doigts fragiles !| — permet de vérifier que 1’on a effectivement la finitude de
I’intégrale :

0 </ x f(z)dr < oo
0

00 1— —xt
[Reconnaitre une dérivée] = im f(z)dx
0 t—>—>0 t
o 1—e 2
[lim = liminf] = / lim intf — f(z)dx
0 >
© 1 —e
[Coup de Fatou ] < Iirlirg)f /0 ; f(z)dx
>
L¢(0) — L(t
— timing 220 = Ls(0)
tgo t
L¢(0) — L(t
flim = liminf] — i 2O = L)
t—0 t
- 0)
2 oo,

ce qui montre que x — x f(x) est bien L' sur [0, oo|.

L’implication inverse ‘=" est en fait plus facile, et généralement vraie sans supposer que
f > 0. Supposons donc 2 — x | ()] intégrable sur [0, co|[. A nouveau grice au théoréme
de dérivation sous le signe intégral, comme dans la question (i), mais maintenant sur [0, co|
en incluant I’extrémité gauche {0}, on a la majoration uniforme de la dérivée partielle par
rapportat :

|—ze f(2)] < z|f(@)

par une fonction indépendante de ¢ qui est intégrable sur [0, co[, et donc — youpi ! c’est
enfin fini ! —, le théoréme de dérivation sous le signe intégral tord le cou a cette derniere
implication !




