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I. 
Transformation de Laplace

A. Définition

Soit f une fonction de la variable réelle t, définie sur R et supposée nulle pour t négatif (fonction causale). On appelle transformée de Laplace de f, la fonction F définie par: 
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Où p est une variable complexe.

On écrit :


F(p) = L [f(t)] ou F(p) 
[image: image2.wmf]Ì

 f(t)

f(t) = L–1 [F(p)] ou f(t) 
[image: image3.wmf]É

 F(p)

La transformée de Laplace d’une fonction n’existe que si l’intégrale est convergente, pour cela on est amené à imposer à f deux conditions :

· être continue par morceaux sur tout fermé 

être « d’ordre exponentiel à l’infini », c’est à dire qu’il existe M>0 et  tels que |f(t)|<Me.t pour t>X.

On démontre que si les hypothèses précédentes sont vérifiées, la transformée de Laplace est définie pour p> , ou si p est complexe, pour Re(p) >  . Par la suite on considérera en général que Re(p) > 0.

B. Transformée de fonctions élémentaires

1. Fonction échelon unité (fonction d’Heaviside) U(t) 
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Comme Re (p)>0, alors 
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Ce qui implique  
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2. Fonction impulsion unité (Distribution de Dirac)
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Si 
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 tend vers 0, la distribution de Dirac sert à représenter en physique une action s’exerçant sur un instant très court (impulsion).
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et finalement : 
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Remarque 
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3. Fonction puissance

Soit 
[image: image20.wmf](
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Calculons donc 
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Posons le changement de variables : 
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 (le premier crochet est nul si Re(p)>0 )

D’où :
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4. Fonction exponentielle

Soit  
[image: image32.wmf](
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Si Re(p + a) > 0 alors, 
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d’où 
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5. Propriétés

a) Linéarité
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 complexes, L[f(t)] = F(p) et L[g(t)] = G(p)

L[.f(t) + .g(t)] = .F(p) + .G(p)
Exemple : Transformée de Laplace des fonctions circulaires
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d’où : 
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De même pour 
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b) Règle de similitude (Changement d’échelle)

Soit g(t) = f(a.t) ( a>0 )
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On pose alors le changement de variables : 
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ce qui permet d’établir : 
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c) Règle de translation en p
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d’où :
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d) Règle de translation en t

Soit 
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On pose u = t – t0 et du = dt


[image: image50.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

ò

ò

+¥

×

-

+¥

+

×

-

×

×

×

-

=

×

×

=

0

u

p

0

0

t

u

p

du

u

f

e

)

t

.

p

exp(

du

u

f

e

p

F

0


ce qui permet d’établir : 
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Exemple

	Image d’un créneau entre 0 et t0 :

f(t) = f1(t) + f2(t) = U(t) – U(t – t 0)
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Il en résulte que : 
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D’où :
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Application : Transformée d’une fonction périodique

Soit f une fonction bornée sur l’intervalle 
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Définissons maintenant la fonction périodique g telle que :
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Autrement dit : 
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En appliquant la linéarité et le théorème du retard, on en déduit la transformée de Laplace 
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soit finalement :
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6. Transformée de la dérivée

a) Théorème fondamental

Si f’ est continue par morceaux sur tout fermé [0; x0] et si 
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En effet, en intégrant par parties, on obtient:
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f(0+) représentant la limite à droite de f(t) quand t tend vers 0, d’où le théorème.

b) Généralisation

Si f’’ vérifie à son tour les hypothèses du théorème, on a:
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Cette propriété, qui fait la richesse de la transformée de Laplace sera largement utilisée dans les équations différentielles.

c) Remarques importantes

Théorème de la valeur initiale:
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Théorème de la valeur finale:
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7. Transformée de la primitive

Si 
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Démonstration
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En appliquant le théorème de la dérivée
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Il s’ensuit : 
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C. Produit de convolution

1. Définition

La convolution deux fonctions 
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qui se note : 
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2. Théorème

Dans le cadre de ce chapitre, on s’intéresse à des fonctions f et g nulles pour t < 0 (f et g causales). Ainsi la convolution de ces deux fonctions prendra la forme suivante :
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Le changement de s en t-s montre que 
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Expression que l’on peut mettre sous la forme d’une intégrale double :


[image: image100.wmf](

)

(

)

(

)

òò

×

×

-

×

×

=

F

×

-

D

t

p

dt

ds

s

t

g

s

f

e

p


D étant le demi-quadrant du plan s,t défini par : 0 < s < t. Il s’agit d’une intégrale double généralisée. Si elle existe, elle est calculable en faisant le changement de variable :
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On voit donc que 
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Autrement dit :
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CQFD !

Finalement, on a démontré que l’image de la convolution de deux fonctions est égale au produit des images de ces deux fonctions :
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Ce théorème est d’un usage fréquent, car il permet souvent de mettre sous une forme calculable l’original du produit de deux fonctions. Si l’original de 
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3. Application de la transformation de Laplace aux systèmes différentiels

Considérons le système différentiel :
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Pour calculer les 
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, on doit résoudre un système algébrique de n équations linéaires à n inconnues. On en déduit ainsi les 
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Dans ce cadre, la transformation de Laplace constitue un moyen relativement simple pour résoudre de tels systèmes, d’autant plus lorsque l’on a à faire à un système homogène, i.e. :
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Exemple : Résolution d’un système de dimension deux

Soit le système différentiel suivant :
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s’annulant pour t = 0.

Soient 
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d’où on tire les expressions pour X et Y :
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si f et g étaient explicitement données, on pourrait en déduire directement les expressions de x(t) et y(t). Au contraire, ici 
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D. Applications

1. Exercice n°1

Calculer les transformées de :
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2. Exercice n°2

Trouver les originales de :
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3. Exercice n°3

Résoudre, en utilisant la transformation de Laplace, l’équation différentielle suivante :
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4. Exercice n°4

On définit les fonctions 
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Etablir la relation entre 
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En déduire la transformée de 
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Exercice n°5

On s’intéresse à la simulation dynamique d’un réacteur parfaitement agité continu (RAC): ce réacteur de volume V est alimenté par un débit F de concentration en produit A, Notée CA0(t). Le courant de sortie est de même débit F que le courant d’entrée, avec un concentration CA(t). On suppose que le produit A se transforme en produit B à l’intérieur du réacteur, suivant une cinétique du premier ordre de constante k.

Par un bilan simple sur le produit A, donner l’équation différentielle régissant le fonctionnement dynamique du réacteur. Montrer que cette équation peut se mettre sous la forme :
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où K est une fonction de k et de
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, qui définit le temps de séjour moyen dans le réacteur, i.e. : 
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A l’aide de la transformée de Laplace, construire la transformée de Laplace du RAC définie comme étant :


[image: image179.wmf](

)

(

)

(

)

p

C

p

C

p

G

A0

A

=


où 
[image: image180.wmf](

)

p

C

A0

 et 
[image: image181.wmf](

)

p

C

A

 représentent respectivement les transformées de Laplace de 
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avec CA0 = constante.

On se propose de construire la fonction de transfert de 2 réacteurs en série :
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On suppose que les réactions sont caractérisées respectivement par deux constantes cinétiques k1 et k2.

A l’aide d’un bilan identique au cas traité ci-dessus, montrer, à l’aide de la transformée de Laplace, que la fonction de transfert 
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est en fait le produit des fonctions de transfert 
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En supposant a= b, donner la forme de 
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Généraliser le résultat pour une série de n réacteurs.

E. Formulaire
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II. Transformation de Fourier

A. Généralités

1. Définition

Les fonctions de R
 dans C
 qui sont sommables (ou absolument intégrables) forment un espace vectoriel noté L1(R ). Cet espace vectoriel est muni de la semi-norme
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est la transformée de Fourier de f.

2. Théorèmes d’inversion

Si 
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(Lemme de Jordan)
B. Propriétés

1. Linéarité
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2. Fonctions conjuguées – transformation affine
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et plus particulièrement :
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3. Dérivation et Intégration

a) Transformée de Fourier des dérivées

Si 
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b) Dérivées des Transformées de Fourier 

On pose : 
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Généralisation, on pose : 
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C. Convolution

Soient f et g deux applications de R dans C. La convolée, ou produit de convolution des fonctions f et g est l’application définie par :
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Soient f et g 
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les propriétés suivantes sont vraies pour presque tout x :
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· Si f et g 
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La transformation de Fourier transforme le produit de convolution en produit simple. Réciproquement, elle transforme le produit simple en produit de convolution. Ce résultat est connu sous le nom du théorème de Plancherel. 

D. Exemples

Il existe plusieurs définition de la transformée de Fourier, qui sont toutes équivalentes à un changement de variables prêt. Dans la suite, on adoptera donc comme définition, pour la transformée :
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Et pour la transformée inverse :
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1. Transformée d’une fréquence unique

Prenons un vecteur tournant 
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 qui tourne à la fréquence n1. f est alors une fonction complexe. Sa transformée est:
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Pour n = n1 cette intégrale n’est pas définie et vaut 
[image: image289.wmf]¥
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. Pour n 
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 n1. L’intégrale est nulle. On retrouve donc une « fonction » nulle partout sauf en un point n1où elle prend la valeur
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. C’est en fait un Dirac centré sur n1. On le note : 
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2. Transformée d’une fonction paire: le cosinus

On a vu que 
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 est une fonction périodique de fréquence n qui peut s’exprimer sous la forme: 
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. Un cosinus est donc constitué uniquement de 2 fréquences n et - n, c’est à dire de 2 vecteurs tournants dont les coefficients sont + ½ et + ½. Sa transformée de Fourier sera donc constituée de 2 Dirac centrés sur n et -n. Cette transformée est une fonction réelle (et paire). Ce résultat est général.
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Transformée d’un cosinus

3. Transformée d’une fonction impaire: le sinus

On a vu que 
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 est une fonction périodique de fréquence n qui peut s’exprimer sous la forme: 
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. Un sinus est donc constitué uniquement de 2 fréquences n et -n , c’est à dire de 2 vecteurs tournants dont les coefficients sont -½ i et +½ i . Sa transformée sera donc constituée de 2 Dirac centrés sur n et -n . Cette transformée est une fonction imaginaire et impaire. Ce résultat est général.
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Transformée d’un sinus

4. Transformée d’une fonction constante

Une fonction constante f(t)=1 peut être considérée comme un cosinus de fréquence 0, c’est à dire de période infiniment grande. En effet, 
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. C’est une fonction « périodique » qui met tellement longtemps avant de « bouger » qu’elle reste toujours au même endroit. Sa transformée sera donc un Dirac centré sur 0. Inversement, la transformée d’un Dirac est une constante.

5. Transformé d’une fonction porte

Soit une fonction f(t) définie comme suit :

f(t) = 1 si t 
[image: image300.wmf]Î
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f(t) = 0 si t 
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Calculons sa transformée. C’est le seul cas où on va pouvoir le faire ici facilement et rigoureusement.
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où la fonction sinus cardinal est définie comme : 
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Ainsi, la transformée d’une porte est un sinus cardinal. Inversement, la transformée d’un sinus cardinal est une fonction porte.

[image: image312.png]



Transformée d’une porte

6. Relation entre largeur temporelle d’une fonction et largeur de son spectre

Reprenons l’exemple précédent:

f(t) = 1 si t 
[image: image313.wmf]Î
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f(t) = 0 si t 
[image: image314.wmf]Ï

[-a,+a]


[image: image315.wmf](

)

n

f

Ù



 EMBED Equation.3  [image: image316.wmf](

)

a

.

n

.

2

c

sin

.

a

2

p

=


La largeur de la porte est de 2a. La largeur du lobe central de sa transformée (c’est à dire de son spectre en fréquence) est (1/a).

En effet  
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. La fonction 
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s’annule donc en n =-1/2a et en n =1/2a, d’où la largeur 1/a.

Si la porte f(t) est très large (fonction qui dure longtemps dans le temps), a sera grand, donc 2/a sera petit et le spectre 
[image: image320.wmf](
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En revanche, si la porte f(t) est étroite (fonction brève dans le temps), a sera petit, donc 2/a sera grand et le spectre 
[image: image321.wmf](
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A la limite, une impulsion infiniment brève (Dirac) a un spectre infini : une impulsion infiniment brève contient toutes les fréquences. Réciproquement, une fonction cosinus dure de -
[image: image322.wmf]¥

à +
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 , et elle a un spectre étroit (2 Dirac).

7. Transformée d’une fonction tronquée (transformée fenêtrée)

Soit une fonction f(t) qui prend des valeurs de -
[image: image324.wmf]¥

à +
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. Si l’on observe cette fonction pendant une durée limitée, par exemple, de t = -a à t = +a, ceci va revenir à étudier la fonction 
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 où P (t) est la fonction porte
 étudiée précédemment. En dehors de cette fenêtre d’observation, on considérera que la fonction est nulle. Lorsqu’on fait la transformée de la fonction observée g(t), on ne va pas obtenir exactement la transformée de la fonction f(t). Ceci correspond à une situation très réelle: on ne peut étudier un signal donné que pendant un temps limité! Calculons la transformée de g: 
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D’après la propriété sur les relations entre transformée et produit de convolution, on obtient:
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La transformée de g est donc le produit de convolution entre la transformée de Fourier de f et  d’un sinus cardinal. Par exemple, si l’on observe une sinusoïde pendant un temps limité, on obtiendra un sinus cardinal (décalé par rapport à l’origine):
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Le fait d’observer la fonction pendant un temps limité change donc sa transformée.

[image: image331.png]



Transformée d’une fonction tronquée

8. Transformée d’un peigne de Dirac

Soit un peigne de Dirac dont la largeur entre 2 dents successives est T. Sa transformée de Fourier est un peigne de Dirac dont la largeur entre les dents est 1/T. On retrouve ici l’idée qu’un peigne « étroit », aux dents resserrées, a une transformée à dents larges et réciproquement.
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Transformée de peignes

a) Conséquence n°1: TF d’une fonction périodique

On a vu qu’une fonction périodique g(t) de période T peut être considérée comme le produit de convolution d’un motif élémentaire f(t) et d’un peigne de Dirac de largeur T: [image: image333.png]


T

g (t) = [f*[image: image334.png]


T](t)

Si on prend la transformée de cette fonction périodique G(n ), on va obtenir le produit ordinaire de la transformée de f(t): F(n ) par la transformée du peigne: 1/T : G(n ) = F(n ). [image: image335.png]


1/T

La fonction G(n ) ne prend donc de valeurs que pour des multiples de 1/T. Cette fréquence 1/T est la fréquence fondamentale, et les multiples sont les harmoniques. On retrouve le résultat suivant: une fonction périodique de période T peut se décomposer en une somme de sinusoïdes de fréquences multiples de 1/T: c’est la décomposition en série de Fourier. On parle de spectre de raies: le spectre d’une fonction périodique n’est pas continu: il est constitué de « raies » que sont le fondamental et les harmoniques. On peut alors simplifier la formulation de la transformée en utilisant les séries de Fourier (voir plus bas).

La transformée d’une fonction périodique est un spectre de raies

[image: image336.png]



Fonction périodique & spectre de raies

b) Conséquence n°2: Transformée d’une fonction échantillonnée

Soit un signal f(t) continu. Nous avons vu qu’il est impossible d’enregistrer toutes les valeurs prises par f avec une précision infinie: on est forcé d’échantillonner f, c’est à dire de noter la valeur prise par f à intervalles réguliers de T: T est la période d’échantillonnage. On obtient la fonction g échantillonnée c’est à dire multipliée par un peigne de Dirac de largeur T: g(t) = f(t) . [image: image337.png]


T

La transformée de g est donc : G(n ) = [F*[image: image338.png]


1/T](n )

La transformée d’une fonction échantillonnée (tous les T) est donc périodique de période 1/T. Par exemple, si l’on échantillonne une fonction toutes les millisecondes T = 1 ms, le spectre obtenu sera périodique de période 1/T = 1 kHz.

Echantillonner une fonction revient à périodiser son spectre.



Échantillonnage & spectre périodique

9. Calcul de la Transformée de Fourier

Si on connaît une forme analytique du signal, par exemple, si on sait que le signal est une exponentielle, on peut essayer de calculer analytiquement la transformée, c’est à dire de faire le calcul avec les formules mathématiques. Dans le cas contraire, on est forcé de faire un calcul numérique, si possible grâce à un ordinateur.

Comme on l’a vu, un ordinateur ne sait travailler que sur des fonctions discrètes, c’est à dire échantillonnées, c’est à dire sur une liste finie de nombre correspondant aux échantillons du signal. Plusieurs méthodes sont possibles:

· certains programmes vont faire le calcul en suivant simplement la formule, mais c’est assez lent

· d’autres programmes vont optimiser le calcul grâce à des algorithmes perfectionnés qui donnent un calcul de transformée rapide (ou FFT = Fast Fourier Transform). Le plus courant est l’algorithme de Cooley-Tuckey qui ne peut faire le calcul que pour un nombre d’échantillons égal à 2n. D’autres algorithmes plus complexes, peuvent faire ce calcul sur un nombre quelconque (Goodthomas, Agarwaal-Cooley et Cooley-Tuckey). 

· certains microprocesseurs sont conçus spécialement pour faire des transformée et des produits de convolution. Ce sont des microprocesseurs dédiés au traitement du signal (DSP = digital signal processors). On en trouve dans de nombreux appareils tels que les téléphones cellulaires.

Ceci dit, il n’est en général pas absolument nécessaire de savoir comment la machine procède: en général, on lui donne les valeurs numériques, et on récupère les valeurs calculées en sortie.

10. Cas de la Transformée de Fourier en deux dimensions

Si f est une fonction à 2 variables, du style f(x,y), on peut faire sa transformée en 2 dimensions. Il suffit d’appliquer une fois la transformée selon x, puis une deuxième fois selon y. On obtiendra ainsi une fonction F(n x,n y) où n x et n y sont des fréquences selon x et y respectivement. 

E. Cas des fonctions périodiques

1. Définition d’une série trigonométrique

Une série de Fourier s’écrit sous la forme suivante :
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son terme général est donc: 
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et dépend d’une variable réelle x.

Remarques

La périodicité de cos(nx) et de sin(nx) permet d’affirmer que la série de Fourier écrite ici est périodique de période 2. 

Si on suppose qu’une fonction f(x) peut être développée en une série de Fourier (de terme général 
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) et on recherche alors tous les coefficients a0, a1, b1, a2, b2, … de cette série.

2. Calcul des coefficients de Fourier

Connaissant la fonction f(x), on veut la développer en une série de Fourier :
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Pour cela on doit encore calculer les an à partir de f(x) et les bn à partir de f(x). 

a) Premier terme a0
Réalisons une opération d’intégration (sur une période 2) sur chaque terme de l’égalité, on conserve l’égalité : 
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Or de tous les termes qui se trouvent à droite de l’égalité, seul le premier n’est pas nul (périodicité des cosinus et des sinus). 

Il vient donc immédiatement que : 
[image: image344.wmf]0

a

.

2

dx

).

x

(

f

p

=

ò

p

+

p

-

ce qui permet de dire que le terme a0 du développement en série de Fourier de f(x) est calculable à partir de la relation suivante:
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b) Les coefficients suivants an et bn
Multiplions de part et d’autre de l’égalité par cos(px) (p étant un entier non nul), on conserve toujours l’égalité:
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Réalisons une opération d’intégration (sur une période 2) sur chaque terme de l’égalité, on conserve l’égalité :
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Il vient :
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Ce qui permet de dire que chaque terme an du développement en série de Fourier de f(x) est calculable à partir de la relation suivante: 
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de même chaque terme bn du développement en série de Fourier de f(x) est calculable à partir de la relation suivante:
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3. Conclusion fondamentale

(Sous certaines conditions mathématiques toujours vérifiées dans le domaine du signal) Toute fonction f continue (de R dans R) périodique de période 2, et intégrable sur la largeur d’une période est décomposable en une série de Fourier. Cette décomposition s’écrit de la manière suivante : 
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Si f connaît des points de discontinuité, alors :
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Remarques 

Si la fonction f est paire, sa transformée l’est également et son développement se réduit aux termes an, i.e. :
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Si la fonction f est impaire, sa transformée l’est également et son développement se réduit aux termes bn, i.e. :
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Dans le calcul des coefficients de la série de Fourier l’opération d’intégration a été réalisée de - à +. Elle aurait pu être faite entre n’importe quelles bornes séparées de 2 radians, l’important étant de la réaliser sur une période entière de la fonction f(x).

4. Cas d’une fonction de t, périodique de période T:

Une fonction du temps f(t) est périodique de période T, si elle est représentée par un motif de durée T qui se répète indéfiniment. La représentation graphique de f(t) peut avoir l’allure suivante par exemple: 
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La fonction f(t) peut être réécrite en fonction de x (en radians) et s’appellera alors g(x) de période 2 (radians). Le graphe de g(x) est le même que celui de f(t) mais représenté en fonction de la variable x et non plus t.
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Dans le changement de variable on est passé de t à x et de T à 2. L’équation de changement de variable s’écrit donc :
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Compte tenu de cette relation entre x et t, la fonction g(x) n’est qu’une écriture différente de la fonction f(t), on a donc l’égalité suivante:
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Puisqu’on cherche la série de Fourier de f(t), écrivons d’abord celle de g(x), on en déduira bien celle de f(t).
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par suite :
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les coefficients deviennent :


[image: image370.wmf]ò

+

-

=

2

T

2

T

0

dt

).

t

(

f

T

1

a



[image: image371.wmf]ò

+

-

w

=

2

T

2

T

n

dt

).

t

n

cos(

).

t

(

f

T

2

a



[image: image372.wmf]ò

+

-

w

=

2

T

2

T

n

dt

).

t

n

sin(

).

t

(

f

T

2

b


5. Remarques

a) Forme complexe de la série de Fourier

Le terme général de la série de Fourier de f(t) s’écrit à l’aide d’une fonction sinus et d’une fonction cosinus : 
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Nous savons d’après le chapitre sur les nombres complexes (voir les formules d’Euler), qu’on peut écrire un sinus ou un cosinus à partir d’un complexe et de son conjugué : 
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En utilisant les formules d’Euler, on peut écrire le terme général à l’aide des nombres complexes : 
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Il en résulte que l’on peut définir le développement en série de f sous la forme :
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avec : 
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b) Analyse harmonique

Une fonction périodique f(t) quelconque est développable suivant la série de Fourier suivante: 
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Le terme général de la série, 
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peut s’écrire avec la factorisation suivante :
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de façon évidente:
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qui nous permet de poser:
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L’expression de
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devient alors:
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et s’écrit aussi :
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où 
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 introduit ci-dessus est donc le déphasage du terme général.

Ainsi toute fonction périodique f(t) quelconque se développe en une série de Fourier qui peut aussi s’écrire :
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la fonction f(t) apparaît donc comme la somme :

· d’un terme constant a0 qui représente la valeur moyenne de f sur une période T 

d’une infinité de fonctions sinusoïdales de pulsations, , 2, …, n, … et d’amplitudes r1, r2, …, rn…) avec chacune son propre déphasage 1, 2, …,n, … La fonction sinusoïdale de période T (pulsation ) est appelée le fondamental. Les suivantes, de périodes T/2, T/3, T/4, … ou de pulsations 2, …, n, … sont appelées les harmoniques de rang n. 

· La représentation de la transformée de Fourier d’une telle série consiste à représenter l’évolution du rapport 
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 en fonction de n, qui permet de relativiser les harmoniques présentes par rapport au fondamental.

F. Corollaires

1. Egalité de Parceval

Soit f une fonction de carré sommable alors, on définit l’énergie de f par :
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L’énergie de f se calcule de la même manière sur son histoire temporelle ou sur son spectre.

2. Largeur des paquets d’énergie

Soit f telle que :
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On définit, la largeur du paquet d’énergie dans le temps 
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 EMBED Equation.3  [image: image400.wmf](
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De même, on définit, la largeur du paquet d’énergie en fréquence 
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 EMBED Equation.3  [image: image403.wmf](
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L’inégalité de Cauchy-Schwartz permet d’établir : 
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G. Applications

1. Exercice n°1

Soit f la fonction 2 périodique définie par :
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Donner son développement en série de Fourier.

2. Exercice n°2

Soit f la fonction 2 périodique définie par :
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Donner son développement en série de Fourier.

3. Exercice n°3

Soit 
[image: image407.wmf]c
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Trouver a, b et c tels que :
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4. Exercice n°4

Soit f la fonction 2 périodique définie par :
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Donner son développement en série de Fourier.

III. Résolution d’équations algébriques

A. Les objectifs

Soit f une fonction de la variable réelle x. On se propose de trouver x*, tel que f(x*) = 0.

Cette problématique n’est  pas anodine car il n’existe que très peu de fonction que l’on sait résoudre analytiquement. Par exemple, on peut citer les polynômes, et encore, leur résolution symbolique devient impossible dès que leur degré devient strictement supérieur à 4. Pour des équations plus générale, la résolution analytique relève du hasard. Par exemple, une équation aussi simple que f(x) = cos(x) – x = 0 ne peut être obtenue analytiquement.

On va présenter dans ce chapitre un certain nombre de méthodes itératives à même de résoudre de tels problèmes. Le principe de base va consister à une construire des suites récurrentes 
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 telles leurs limites soient x*, la valeur initiale étant x0.

Du point de vue numérique, il est clair que l’on n’obtiendra jamais la vraie valeur de x*, du fait des erreurs de calcul inhérentes aux machines utilisées (ordinateur, calculette). Au mieux obtiendra-t-on une bonne approximation de x*.

Exemple : résolution de 
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On sait calculer les solutions de cette équation qui sont :
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A partir de f, construisons des suites :
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Pour chacun des 
[image: image422.wmf]i

g

, on peut effectivement vérifier que : 
[image: image423.wmf]*

x

*)

x

(

g

0

*)

x

(

f

=

Û

=


	k=0 : x0 = 1
	g1
	g2
	g3
	g4

	k=1
	1,500000
	2
	0
	2,000000

	k=2
	1,625000
	1
	-1
	1,500000

	k=3
	1,617188
	2
	0
	1,666667

	k=4
	1,618134
	1
	-1
	1,600000

	k=5
	1,618022
	2
	0
	1,625000

	k=6
	1,618035
	1
	-1
	1,615385


B. Analyse mathématique

Soit f telle que 
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Par hypothèse, supposons que la suite définie par 
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 soit convergente.

Posons :
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Si on procède au développement limité de g au voisinage de x*, il vient :
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or, 
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Ce qui implique : 
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Soit : 
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Pour k suffisamment grand, le terme du premier ordre est prépondérant. la convergence est obtenue si 
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Remarques 

Plus |g’| est faible mieux c’est !

Si 
[image: image434.wmf]0

*)

x

(

'

g

¹

, la méthode est dite d’ordre 1
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, la méthode est dite d’ordre 2 (le nombre de chiffres significatifs est doublé à chaque itération)

Dans l’exemple précédent :

	
	x*=
[image: image437.wmf]j


	x*=
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	g1'(x*)
	-0,118
	2,118

	g2'(x*)
	-1,236
	3,236

	g3'(x*)
	3,236
	-1,236

	g4'(x*)
	-0,382
	-2,618


C. Les méthodes itératives

Sur l’exemple introductif,  on constate : 

· infinité d’expressions pour la suite récurrente ;

· la convergence n’est pas toujours garantie ; 

· avec les expressions que l’on a choisi pour les gi, la deuxième solution n’est jamais atteinte.

1. Méthodes du 1er ordre

a) Facteur de relaxation

Dès lors que l’on s’est choisi une fonction g, il y a peu d’alternatives : çà converge ou non. A cet effet, on introduit un facteur de relaxation 
[image: image439.wmf]w

 puis :
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ce qui permet de définir 
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Les buts de ce facteur de relaxation sont a priori de transformer une forme itérative non convergente en une forme itérative convergence et d’accélérer la convergence. C’est aussi pourquoi on peut l’appeler facteur d’accélération dont les propriétés sont : 
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 peut varier au fil des itérations

Exemple
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en choisissant 
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il vient : 
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 qui est une forme itérative convergente.

Remarque

Malgré tout, la convergence n’est pas forcément acquise. Si on décide de faire évoluer 
[image: image448.wmf]w

pendant le processus itératif, toutefois, il est préférable de procéder à un mode de calcul automatique.

b) Accélérateur de Wegstein

Cet accélérateur relève de cette automatisation du calcul. Soit f fonction de la variable réelle x, dont on cherche un zéro x*. Procédons à un développement limité de g(x*) (g telle que g(x*)=x*) au voisinage de xk.
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soit : 
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On fait une approximation de 
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Et on en déduit l’approximation suivante :
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autrement dit :
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On choisit donc comme formule de récurrence :
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Sur l’exemple introductif, l’introduction de ce facteur rend chacune des suites convergente.  Néanmoins, on ne parvient pas à atteindre la seconde solution en modifiant l’initialisation.

2. Méthode de Newton (2ème ordre)

On cherche à résoudre f(x) = 0. Soit x* la solution. 

Procédons à un développement limité de f(x*) au voisinage de x : 
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puisque f(x*)=0 :
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autrement dit :
[image: image459.wmf])

x

(

'

f

)

x

(

f

x

*

x

-

»


On choisira donc comme relation de récurrence : 
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     Exemple : 
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	itération
	x0=1
	x0=-1

	1
	5,31578947
	-0,66666667

	2
	3,03767616
	-0,61904762

	3
	2,01512640
	-0,61803445

	4
	1,67007004
	-0,61803399

	5
	1,61919108
	-0,61803399

	6
	1,61803459
	-0,61803399

	7
	1,61803399
	-0,61803399


3. Autres méthodes

a) Sécante

On suppose que l’on sait encadrer la valeur de la solution x* par 
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. Le principe de cette méthode consiste à construire des suites adjacentes. C’est une méthode d’ordre 1.

Soit donc f la fonction dont on cherche une solution x* . 

Les points 
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 définissent une droite dont l’intersection avec l’axe des abscisses permet de calculer : 
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On applique :
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b) Dichotomie

Comme ci-dessus, on connaît deux valeurs qui encadrent la solution x*. Le principe reste identique, sauf qu’ici xk+1 est donné par : 
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On en déduit :  
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L’avantage de cette méthode est de pouvoir connaître à l’avance le nombre d’itérations en fonction de la précision que l’on désire sur l’approximation de la solution x*. En effet, on peut montrer aisément  que :
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c) Nombre d’Or

C’est une variante de la méthode de dichotomie, on connaît deux valeurs qui encadrent la solution x*.  

On définit : 
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Et on applique : 
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De même que pour la dichotomie, on peut connaître à l’avance le nombre d’itérations en fonction de la précision que l’on désire sur l’approximation de la solution x*, puisque :
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Remarque

Ces deux dernières méthodes sont également d’ordre 1.

d) Méthode d’interpolation
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On prend trois valeurs initiales x0, x1 et x2. La démarche consiste à faire passer par les trois points une parabole. 

Dans l’absolu, cette parabole coupe l’axe des abscisses en deux points. On prendra comme point supplémentaire celui qui sera le plus proche.

C’est une méthode du second ordre ne nécessitant pas le calcul d’une dérivée, mais qui réclame l’extraction d’une racine carrée. De plus, l’implémentation est pénible.

D. Remarques sur la méthode de Newton

1. Initialisation

[image: image1174.png]


La valeur d’initialisation du processus itératif peut être éloignée de la solution. Toutefois, à choisir une valeur par défaut ou au hasard peut représenter un risque sur la convergence. En effet, pour obtenir la solution, il faut que la valeur initiale appartienne à la boule de convergence de la suite. 

Seulement, cette boule n’est pas forcément un intervalle fermé. Plus encore, si l’équation à résoudre est fortement non-linéaire, il peut s’avérer que les boules de convergence associées aux différentes racines de l’équation soient fortement imbriquées les unes dans les autres (apparition de structures fractales). 

L’exemple ci-dessus concerne l’équation 
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, dont les solutions sont 
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. La non-continuité des boules de convergence est ici évidente. Celle-ci est d’autant plus marquée lorsque l’on se rapproche des zéros de la dérivée 
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2. Annulation de la dérivée

Comme on vient de le voir, l’annulation de la dérivée pose problème, et ce même lorsque un zéro de la dérivée correspond à l’un de la fonction (pôle d’ordre 2). D’un point de vue théorique, le calcul de développement limité est assez rassurant, puisqu’il nous garantit la convergence de la suite, même si celle-ci n’est plus d’ordre 2. Ceci peut se produire quand la fonction présente un point de tangence à l’axe des abscisses ou un point d’inflexion en x*.

Sur le plan pratique, il ne faut pas oublier que tous les calculs réalisés sont naturellement entachés d’erreurs, qui sont inhérentes à la machine utilisée (ordinateur, calculette, …). Ainsi, ces considérations mathématiques, donc idéalisées, ne sont plus très utiles et dans ces cas, il est préférable de changer de méthode.

3. Calcul de la dérivée

Dans certains cas, le calcul des dérivées est loin d’être aisé, voire carrément impossible. Dans de telles circonstances, il est souvent utile d’avoir recours à une approximation de f’ en utilisant la formule des accroissement finis, i.e. :
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Là, encore, il faut être prudent, car on ne sait pas à quelle précision la fonction f est calculée, de plus, afin de garantir une relativement bonne précision de cette approximation, on est forcé de choisir un 
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petit. Ceci va impliquer des erreurs supplémentaires puisque l’on va procéder à des soustractions sur des nombres extrêmement proches, ce qui risque d’occasionner des erreurs de troncatures. Généralement, on se contente de choisir 
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4. Tests d’arrêt

Le test d’arrêt classique consiste à incrémenter k jusqu’à ce que 
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. Seulement, il faut prendre des précautions quant au nombre d’itérations. Maintenant, que l’on sait que, de toutes façons, le calcul de f’ est erroné, la méthode n’est plus d’ordre 2, ce qui peut fortement ralentir la convergence. De ce fait, il est préférable d’implémenter un test de non-évolution sur la variable itérative, ressemblant à : 
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Quant au nombre maximum d’itérations, il est d’usage qu’il ne dépasse pas la vingtaine. Si jamais un processus itératif nécessite plus d’itérations
 :

· ou l’initialisation est mauvaise ;

· ou le problème est mal formulé ;

· ou l’implémentation est défaillante.

IV. Résolution de systèmes d’équations

A. Rappels d’algèbre linéaire

1. Calcul matriciel (rappels)

Soient A(m,n) et B(p,q). le produit A.B des matrices a un sens si et seulement si n=p, i.e., ssi le nombre de colonnes de A est égale au nombre de lignes de B. Dans la suite, on va supposer n=m=p=q. On définit 
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Attention : 
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2. Diagonalisation

a) Généralités

Propriétés du déterminant de A, noté det(A) :

C’est une application multilinéaire des colonnes (lignes) de A : Le déterminant de A est nul si et seulement si une de ses colonnes (lignes) est une combinaison linéaire des autres colonnes (lignes) ; 

C’est une application alternée des colonnes lignes) de A : Si on échange entre elles deux colonnes (lignes), le déterminant change de signe

Det (I) = 1

A est inversible si et seulement si 
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b) Valeurs propres

Soit A(n,n), et 
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 complexe. 
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 est une valeur propre de A si il existe un vecteur X non nul tel que 
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Cette relation entraîne, puisque X est différent du vecteur nul, que
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On remarquera : 

si 
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Si A est inversible, admettant une valeur propre 
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 et un vecteur propre X, alors 
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, ce qui indique que l’inverse de A admet pour valeur propre 
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 et X pour vecteur propre. Cette formulation est équivalente à : 
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P est le polynôme caractéristique de A. Il est de degré n et admet n racines dans le corps des complexes, distinctes ou confondues. Ce polynôme est invariant par changement de base. Notons que : 
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Théorèmes 

· Soit 
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 une valeur propre de A. Si X1, X2,… ,Xk sont k vecteurs propres linéairement indépendants pour la valeur propre 
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, tout vecteur combinaison linéaire de X1, X2,… ,Xk est aussi un vecteur propre de A pour la valeur 
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.

· Si X1, X2,… ,Xk sont des vecteurs propres correspondant à k valeurs propres distinctes 
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, 
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,… , 
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, ces vecteurs propres sont linéairement indépendants.

· Jordan : 

soit 
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 la matrice carrée élémentaire définie par : 
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Toute matrice A(n,n) est semblable à une matrice de la forme :


[image: image525.wmf]ú

ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

l

l

l

)

(

D

...

0

...

0

)

(

D

)

(

D

p

k

2

k

1

k

p

2

1


On a : 
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 et les éléments correspondants de la diagonale sont les valeurs propres de A. Si k1 > 1, 
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 est valeur propre d’ordre au moins égal à k1. Cet ordre vaut exactement k1 si tous les 
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sont distincts. Dans le cas contraire, si par exemple, 
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, alors 
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 est valeur propre k1+k2, même si k1=1. Si tous les ki sont égaux à 1 alors p=n et A est semblable à une matrice diagonale. Chacune des matrices élémentaires est alors de rang 1.

3. Algorithmes

a) Méthode de la puissance

Soit A une matrice diagonalisable, 
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 valeur propre de plus grand module, et u0 vecteur donné. On forme la suite définie par :
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et 
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Alors la suite 
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converge vers le vecteur propre normé v1 associé à 
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Les autres valeurs propres sont obtenues par le processus de déflation qui consiste à trouver un vecteur w tel que 
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a les mêmes valeurs propres que A, sauf 
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 qui est remplacée par zéro.

b) Méthode de la puissance inverse

Soit A diagonalisable, 
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 valeur propre de A, on choisit 
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 ne contienne aucune autre valeur propre de A. Pour u0 vecteur donné on définit la suite 
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Alors la suite 
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 vecteur propre associé à 
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B. Méthodes directes pour la résolution de systèmes linéaires

1. Méthodes classiques

a) Gauss-Jordan

On désire résoudre le système AX=B.

Le principe de cette méthode consiste à se ramener à un système IX=B’ en effectuant des combinaisons linéaires entre les équations. 

La première phase consiste à ramener les éléments diagonaux à la valeur 1, ce qui nécessite de faire un choix sur le pivot , qui en l’occurrence sera l’élément de la diagonale.

Exemple 

On veut résoudre 
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 ; soit 
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et 
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· 1er pivot = 4 :
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 ; et on fait apparaître des zéros dans la 1ère colonne : 
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· 2ème pivot = 3.5 : 
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; et on fait apparaître des zéros dans la 2ème colonne : 
[image: image558.wmf]ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

-

-

5

.

0

0

0

5

.

0

1

0

5

.

0

0

1



 EMBED Equation.3  [image: image559.wmf]ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

-

5

.

1

5

.

0

5

.

2


· 3ème pivot = -0.5 :
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 ; et on fait apparaître des zéros dans la 3ème colonne : 
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b) Gauss

Dans les faits, l’algorithme de Gauss correspond point pour point à la décomposition L.U, i.e. : on va rechercher une matrice L, triangulaire inférieure, et une matrice U, triangulaire supérieure dont les éléments diagonaux sont égaux à 1, telles que A=L.U

On pose alors Y=UX et on résout LY=B.

Cette approche est très intéressante quand on a plusieurs systèmes à résoudre dans lesquels le premier membre est identique.

Exemple
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Première étape on transforme le système de façon à avoir un système triangulaire

· 1er pivot = 4 : 
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· 2ème pivot = 3.5 : 
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· 3ème pivot = -0.5 : 
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Deuxième étape  on résout « en remontant »

On a directement :
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Au passage, on identifie L, U et Y :
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[image: image575.wmf]Y
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Remarques

Les deux algorithmes que l’on vient de voir sont quasiment identiques. Ils diffèrent uniquement par le nombre d’opérations élémentaires (+,-,/,*) nécessaires à leur réalisation que l’on peut calculer de façon exacte. On peut montrer que le nombre d’opération est équivalent à 
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 pour Gauss-Jordan, contre 
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 pour Gauss, N représentant la taille du système à résoudre (nombre d’équations). Ceci indique que pour la résolution de système de plus grande taille, il faut privilégier Gauss.

Le choix du pivot est très important. L’exemple traité ne présente aucun problème car le hasard ( ?) a voulu qu’à chaque itération, le terme le plus grand en module se trouvait sur la diagonale. Il est bien clair que dans le cas général, cela ne se produit jamais ; particulièrement, on peut tomber sur des éléments nuls. Pour pallier à cela, on doit mettre en place une procédure de recherche du pivot maximum (sur les colonnes) . Ainsi, si la valeur renvoyée au terme de la recherche est nulle, on peut en déduire que la matrice est singulière. De plus, d’un point de vue numérique, même si ces méthodes sont exactes (ou directes), on y gagne beaucoup en précision.

Ces méthodes ont un caractère général, i.e. qu’elle permette de résoudre des systèmes où les matrices sont pleines. Nous allons voir dans la suite que, selon la structure de la matrice, on pourra, afin de limiter l’espace mémoire nécessaire à la résolution du problème, avoir recours à des méthodes particulièrement adaptées.

c) Systèmes à matrices tridiagonales

On cherche à résoudre BX=D, où :
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Dans ce cas précis, on ne fait pas de recherche de pivot maximum et on choisira comme pivot les éléments de la diagonale. Cela permet de ne pas casser la structure.

Pour la phase de résolution en elle-même, on va procéder comme suit : on va supposer que B=WQ, soit WG=D, avec QX=G, où :
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Puis en identifiant, on va trouver :

· 
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d’où déduit W et Q ;

· 
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d’où on déduit G ;

· 
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qui fournit la solution au système.

d) Systèmes à matrices symétriques

Là encore, on ne fait pas de recherche de pivot maximum. On cherche à résoudre AX=B, avec A matrice symétrique définie positive, i.e. :
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Autrement dit, A peut se définir comme étant le produit d’une matrice triangulaire inférieure et de sa transposée : 
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Les termes de la matrice R
 se calculent encore une fois par identification, colonne par colonne :

· 1ère colonne : 
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· 2ème colonne : 
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· …

· ième colonne : 
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· etc.

2. Inversion de matrice

On cherche B telle que AB=I, soit B=A-1. On va désigner par 
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le ième vecteur colonne de la matrice A-1,par 
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 le ième vecteur colonne de la matrice I. On a de façon évidente : 
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, ce que l’on sait parfaitement faire car on sait désormais résoudre les systèmes linéaires. On a donc n systèmes linéaires à résoudre qui ont tous le même premier membre A. Si, par exemple, on applique l’algorithme de Gauss-Jordan, qui utilise des opérations élémentaires sur les lignes de A, on répètera ces mêmes transformations sur le second membre, qui initialement est égal à I. A terme, le premier membre sera I et le second donnera directement 
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Exemple  

Inverser la matrice 
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 avec l’algorithme de Gauss-Jordan.

1er pivot : 4
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2ème pivot : -0.5
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3ème pivot : -0.5
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On en déduit que : 
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C. Méthodes itératives pour les systèmes d’équations

1. Systèmes linéaires

Tout comme pour la résolution des équations, le principe de ces méthodes consiste à ramener un système linéaire de la forme AX = B sous la forme X = GX + B.

A est inversible, sous la forme A = M-N, avec M inversible. On forme une suite récurrente définie par :
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Si cette suite converge vers X* alors M X* = N X* + B, X* est solution de AX=B. La suite des 
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On définit la suite donnée par :


[image: image632.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

B

D

X

U

L

D

X

B

X

U

L

X

D

1

k

1

1

k

k

1

k

×

+

×

+

×

-

=

Û

+

×

+

-

=

×

-

-

+

+



[image: image633.wmf]1
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 est une matrice diagonale dont les éléments sont égaux à 
[image: image634.wmf]1

i

,

i

a

-

. La condition de convergence est vérifiée si A est à diagonale dominante, i.e. :
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en formalisant :
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Exemple  

Résoudre 
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On va appliquer :
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Partant de : 
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b) Gauss-Seidel

Si 
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On considère la suite donnée par :
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Cette suite est convergente si A est à diagonale dominante.

Explication : Le calcul de 
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 est direct, c’est à dire, on dispose d’une formule explicite qui va nous permettre de calculer de proche en proche les coordonnées de ce vecteur. Ainsi, dans la formule de Jacobi, lorsque l’on veut calculer la ième composante de 
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, on connaît d’ores et déjà les i-1 premières. L’algorithme de Gauss-Seidel propose d’utiliser cette information.

En formalisant : 
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Exemple

 refaire l’exercice précédent avec cet algorithme.
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	1
	2,0000
	0,9063
	1,0088
	0,9992
	1,0001
	1,0000

	1
	2,5000
	1,9531
	2,0044
	1,9996
	2,0000
	2,0000

	1
	2,3750
	3,0586
	2,9945
	3,0005
	3,0000
	3,0000


Remarque  

La tendance générale est que Gauss-Seidel converge plus rapidement que Jacobi.

c) Techniques de relaxation

On peut définir un facteur de relaxation global 
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, a priori compris entre 0 et 1. Si A = D + L + U, alors on peut définir la suite donnée par :
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dont on déduit
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Si A est symétrique définie positive, on a convergence pour 
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compris entre 0 et 2. 

2. Systèmes non-linéaires

On cherche à résoudre F(X) = 0,où :
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De même que pour la résolution d’équations algébrique, on remet ce système sous la forme :

G(X)=X et on va définir une suite récurrente 
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La condition de convergence à l’itération k va être donnée par un développement limité de G au voisinage de X* :
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soit :
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J est le Jacobien de G. Ses éléments sont définis par : 
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La méthode est convergente la norme de J est inférieure à 1, i.e., la valeur propre maximale de J est strictement inférieure à 1 en module. Cette condition est bien entendu assujettie au choix que l’on a fait sur le passage de F(X) = 0  à G(X) = X.

a) Techniques de relaxation

Soit 
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On peut définir un facteur de relaxation W tel que :
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ou encore :
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Cette technique permet de limiter les pas dans certaines directions, mais n’est pas forcément aisée à mettre en œuvre. 

Dans la suite, on présente des modes de calculs automatisés.

b)  Valeur propre dominante

Définissons la valeur propre dominante de J par 
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 par hypothèse). On pose alors :
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soit 
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L’inconvénient de cette méthode est que le calcul d’une ou des valeurs propres du Jacobien  est très coûteux (beaucoup plus que la résolution d’un système linéaire).

c) Approximation de Young

Cette méthode propose une estimation de 
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.Soit i tel que l’on obtienne la valeur maximum de 
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Ce qui permet de déduire une valeur du facteur d’accélération 
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 à chaque itération. Cette méthode tend aujourd’hui à disparaître.

d) Wegstein

On définit :
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Remarques

Le développement mathématique derrière cette formule est identique à celui que l’on avait fait pour une équation. Ainsi ce calcule correspond au cas où on aurait indépendance des équations, i.e. 
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, ce qui est absurde. Autrement dit, on néglige les dérivées partielles de gi par rapport à xj, 
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Cette méthode a tendance à avoir un comportement chaotique et s’avère être peu satisfaisante, même lorsque l’on met en place une stratégie de pas de repos (substitution simple).

Le critère de convergence (résidu) est 
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3. Newton-Raphson

Soit F(X*)=0. Procédons à un développement limité de F au voisinage de X(k). 
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et on pose    
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Il vient : 
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 EMBED Equation.3  [image: image694.wmf](
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Donc, si J désigne le Jacobien de F, on a la relation de récurrence suivante :
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A chaque itération, ce processus nécessite le calcul du Jacobien et la résolution d’un système linéaire.

Remarques 

Par rapport aux autres méthodes, le nombre d’itérations nécessaires est relativement faible (<10), mais chacune d’entre elles coûte cher.

C’est la bonne méthode à employer.

Critère d’arrêt : 
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Il n’est pas nécessaire d’avoir un Jacobien exact. Si tel est le cas, les pas seront faux. Toutefois, on ne peut prédire si la convergence sera obtenue (ou non) plus ou moins rapidement. Dans le cas où certaines fonctions résiduelles (fi) sont peu sensibles par rapport à certaines variables (dérivées nulles ou presque), on peut négliger ces dernières. L’approximation ainsi faite s’avère tout à fait valable.

C’est une méthode d’ordre 2, lorsqu’on est proche de la solution.

L’initialisation est primordiale. Du fait de la non-linéarité du système, on s’expose à des comportements chaotiques et les boules de convergence peuvent laisser apparaître des structures fractales. 

D. Applications

1. Exercice 1

Résoudre le système suivant, en utilisant Wegstein et Newton-Raphson :
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Donner les solutions exactes de ce système et comparer les vitesses de convergence des deux méthodes.

2. Exercice 2

Soit l’équation cubique : 
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, z étant complexe

Donner les solutions de cette équation : soient z1, z2 et z3.

Développer cette équation sous la forme d’un système de deux équations à deux inconnues en posant 
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Calculer le Jacobien J analytiquement. Soit l’initialisation (x0,0), calculer x1 et y1, et trouver x0 tels que le déterminant de J soit nul. Ce point est dit ‘point de bifurcation’ : initialiser le processus itératif en des valeurs très proches de (x0,0), y compris complexes. Conclusion ?

V. Initiation à Matlab

A. Eléments de base

1. Qu’est-ce que Matlab ?

Matlab est un acronyme signifiant Matrix Laboratory. On peut l’utiliser sous la plupart des environnements existants : X-Windows, Windows, UNIX, MacIntosh.

C’est un logiciel de calcul mathématique et de visualisation à syntaxe simple. Si on y ajoute le grand nombre de fonctions spécialisées, cet environnement constitue également un langage de programmation adapté pour les problèmes de calcul scientifique. 

A la différence de Fortran ou de C, Matlab est un interpréteur, i.e., les lignes de commandes sont interprétées puis exécutées une à une sans qu’il ait eu au préalable compilation de l’ensemble de ces lignes.

On peut l’utiliser sous deux modes de fonctionnements :

· Le mode interactif : Matlab exécute les instructions au fur et à mesure qu’elles sont données par l’utilisateur dans la ligne de commande ;

· Le mode exécutif : Matlab exécute ligne à ligne un fichier comportant l’extension .m  qui contient une série d’instructions rédigée dans le langage de programmation Matlab.

Une session Matlab sous Windows se démarre tout simplement en cliquant (simple ou double selon la configuration) sur l’icône correspondante. Et dans la fenêtre qui apparaît, on a directement accès à toutes les fonctionnalités usuelles (ouverture, fermeture de fichiers ; impression ;etc.).

2. Documentation - Aide en ligne

La documentation de Matlab est particulièrement riche. Le logiciel est livré en standard avec plusieurs manuels dont :

· Users Guide - destiné surtout aux débutants. Cette documentation vous prend la main et vous guide lentement dans les méandres du langage Matlab. Si vous êtes un débutant, le passage par cette documentation est quasiment inévitable.

· Reference Guide - tout comme son nom l’indique il s’agit d’un document qui décrit tous les éléments de langage Matlab (instructions, fonctions et leurs paramètres). Grâce à son index très complet, il permet de retrouver facilement des informations.

· Building a Graphical User Interface - il s’agit d’un document qui traite les fonctions Matlab d’interaction graphique avec l’utilisateur. Parmi toutes les documentations, c’est de loin le livre le moins complet. Heureusement, il contient de nombreux exemples qui peuvent conduire, par le biais de l’expérimentation, à une parfaite maîtrise de l’interface graphique (si cela est vraiment nécessaire).

· External Interface Guide - c’est un des ouvrages les plus utiles parce qu’il traite l’interaction de Matlab avec des programmes externes. 

· Signal Processing Toolbox User’s Guide - le guide d’utilisation de la boîte à outils de traitement de signal. Il contient deux parties : Tutorial et Reference, conçues de même manière que les deux documentations correspondantes Matlab.

· Image Processing Toolbox User’s Guide - le guide d’utilisation de la boîte à outils de traitement d’image.

· Statistical Toolbox User’s Guide - le guide d’utilisation de la boîte à outils de statistique.

L’aide en ligne est très complète. Il suffit de taper dans la fenêtre de commande :

» help

et le résultat sera une énumération de ce type :

HELP topics:

apps\matlab        -  Establish MATLAB session parametres.

matlab\general     -  General purpose commands.

matlab\ops         -  Operators and special characters.

matlab\lang        -  Language constructs and debugging.

matlab\elmat       -  Elementary matrices and matrix manipulation.

matlab\specmat     -  Specialized matrices.

matlab\elfun       -  Elementary math functions.

matlab\specfun     -  Specialized math functions.

matlab\matfun      -  Matrix functions - numerical linear algebra.

matlab\datafun     - Data analysis and Fourier transform functions.

matlab\polyfun     -  Polynomial and interpolation functions.

[...]

For more help on directory/topic, type "help topic".

Il s’agit d’une énumération de toutes les sections de l’aide en ligne. Pour une aide sur une certaine section il suffit de taper help suivi du nom de la section. Par exemple, la commande :

» help ops


aura comme résultat une liste de tous les opérateurs utilisés par Matlab.

Pour une aide encore plus pointue, la syntaxe est help suivi par le nom de la commande
. Supposant qu’on veut voir l’utilisation de la commande fft2, il suffit d’écrire:

» help fft2

à la suite de la description de cette fonction et de ses arguments sont également indiqués des noms d’autres fonctions relatives au domaine abordé. Par exemple, le fait de taper :

» help Complex

fera apparaître, outre la définition d’un nombre complexe sous Matlab :

See also  I, J, IMAG, CONJ, ANGLE, ABS, REAL, ISREAL.

Une autre commande utile est

» lookfor strings

qui recherche toutes les fonctions Matlab ou utilisateur qui contiennent dans leur help la série de caractères ‘string’.


L’information fournie par l’aide en ligne est plus ou moins équivalente avec celle contenue dans le Reference Guide.


Une autre source d’informations extrêmement riche est le programme de démonstration interactive de Matlab. Vous pouvez le lancer avec la commande demo. 

B. Informations traitées

1. Les types de données

La plus forte limitation de Matlab et toutefois la source de sa puissance est le fait qu’il accepte un seul type des données : les matrices (les vecteurs et les scalaires étant des cas particuliers des matrices). Pratiquement, aucun autre type de donnée ne peut pas être défini (avec une seule exception, sur laquelle on va insister ultérieurement). Plus restrictif encore, il travaille seulement en format numérique float, ce qui signifie 8 octets par élément. Une valeur particulière est NaN (Not a Number), qui est le résultat d’une indétermination de type a/0. On peut définir des nombres complexes, en utilisant le symbole i (ou j, pour ceux qui préfèrent des notations plus “ingénieur”). Aussi, des fonctions booléennes peuvent être utilisées dans les structures de contrôle genre if ou while.
2. Types de base

Comme il a déjà été mentionné Matlab travaille essentiellement sur des objets de type matriciel qui peuvent être réels ou complexes. Par conséquent un scalaire est une matrice 1×1 et un vecteur une matrice N×1. 
Les matrices peuvent être définies sous forme d'une liste explicite :

» A = [ 12 1; 8 5]

A =

    12     1     

     8     5    

Les éléments d'une même ligne sont séparés par un espace ou une virgule, les lignes sont elles-mêmes séparées par un point virgule ou un retour chariot. 

Une matrice à éléments booléens sera définie par une matrice ne comprenant que des 0 ou des 1. Ces matrices sont générées via l’utilisation de la fonction boolean(x) qui convertit la matrice x en matrice booléenne, i.e., les éléments non-nuls de x sont remplacés par des 1.

Une matrice à éléments complexes sera définie de manière très simple par : 

» A=[1 2;5 6] +i*[0 1;9 -3]

A =

   1.0000             2.0000 + 1.0000i

   5.0000 + 9.0000i   6.0000 - 3.0000i

» A=[1 2+i;5+9*i 6-3*i] 

A =

   1.0000             2.0000 + 1.0000i

   5.0000 + 9.0000i   6.0000 - 3.0000i
» A=[1 2+i;5+9i 6-3i] 

A =

   1.0000             2.0000 + 1.0000i

   5.0000 + 9.0000i   6.0000 - 3.0000i
Les imaginaires purs i ou j peuvent être utilisés indifféremment. Attention de ne pas insérer d'espace dans la définition d'un nombre complexe. 

» i

ans
 =

        0 + 1.0000i

» j

ans =

        0 + 1.0000i

» sqrt(-1)

ans =

        0 + 1.0000i

Les matrices peuvent également être générées par une suite d'instructions ou chargées à partir d'un fichier. Certaines fonctions de Matlab génèrent automatiquement des matrices, ce sont par exemple les fonctions magic ou randn. Ecrire A=magic(n) va créer un carré magique A de dimension n×n. Ecrire A=randn(m,n) va créer une matrice m×n dont les éléments seront aléatoirement distribués suivant une loi normale centrée. 

	Quelques matrices prédéfinies

	zeros (m,n)
	matice de 0 

	ones (m,n)
	matrice de 1 

	eye (n)
	matrice identité 

	rand (m,n)
	nombres aléatoires à répartition uniforme 

	randn (m,n)
	nombres aléatoires à répartition normale 


Enfin, on peut également définir des matrices dont les éléments sont des caractères ou des chaînes de caractères qui sont délimitées par des guillemets simples. 

Enfin, une matrice peut être définie éléments par élément. L'élément de la 3ème ligne et 4ème colonne est A(3,4). Pour un vecteur x la 2ème composante est x(2). Attention les indices sont forcément strictement positifs. L'indexation des éléments d'un tableau commence toujours à 1. 

Remarques

Plus haut, on a indiqué que i et j pouvaient indifféremment être utilisés pour définir un nombre complexes. Plus précisément, i et j sont des variables prédéfinies, i.e. : les noms sont réservés. Il en est de même pour pi. Néanmoins, on peut redéfinir ces variables réservées en imposant par exemple pi = 1 (ce qui est une aberration, d’ailleurs) ou en utilisant i ou j comme compteur de boucle : en clair, c’est à éviter !

3. Types évolués

a) Cellules

Les cellules sont en fait des matrices dont les éléments sont des matrices
. Elles peuvent générées selon deux méthodes :

· Par le mot-clé CELL qui permet de définir le profil de la cellule, le profil étant un vecteur d’entiers reprenant les dimensions de la cellule. Plus clairement, le profil d’une cellule C de n lignes sur m colonnes sera égale à  [n m]=size(C). Ainsi, A = CELL (n,m) permet de définir une matrice de matrices  de n lignes sur m colonnes.

· Plus simplement : on peut définir une cellule élément par élément en utilisant le constructeur de cellule : A{i,j} = B. B peut être de n’importe quel type : vecteur, matrice, chaîne de caractères, cellule, etc.  

Remarques

Dans une cellule, il peut y avoir autant de types différents qu’il y a d’éléments. 

Les cellules, lorsqu’elles ne comportent qu’une dimension, peuvent être considérées comme des listes.

Dans la pratique, il est préférable de construire des cellules dont tous les éléments sont de mêmes types, afin d’éviter toute confusion. Si jamais notre programme requiert l’utilisation de cellules dont les éléments ne présentent pas un type uniforme (i.e. : mélange de chaîne de caractère et de réels) , on utilisera dans ce cas une structure (voir ci-après). Toutefois, ce n’est pas une obligation.

b) Structures

Ce type d’objet permet de structurer des données, comme son nom l’indique si judicieusement ! Plus sérieusement, supposons que l’on veuille caractériser un médicament dans une base de données, chacun d’entre eux étant caractérisé par :

· Sa référence (code 6 chiffres) ;

· Son prix (F) ;

· La date d’autorisation de mise sur le marché (j/m/a) ;

· Sa production annuelle (en tonnes/an).

Ainsi, on voit qu’un médicament peut être caractérisé par un nombre limité d’information. Ces informations sont de différentes natures. Chacune d’entre elles va permettre de définir un champ, dans notre cas :

medicament = struct('reference', 158965, 'prix', 120, 'AMM', [5 10 99], 'Production', 12.3)

A l’affichage, on obtient :

» medicament

medicament = 

     reference: 158965

          prix: 120

           AMM: [5 10 99]

    Production: 12.3000

Maintenant que la structure medicament est définie on avoir accès à chacun de ses champs, par exemple :

» medicament.AMM

ans =

     5    10    99

» medicament.reference

ans =

      158965

On peut modifier séparément chacun de ces champs : 

» medicament.Production = 45.1

medicament = 

     reference: 158965

          prix: 120

           AMM: [5 10 99]

    Production: 45.1000

medicament peut être dupliqué :

» med = medicament

med = 

     reference: 158965

          prix: 120

           AMM: [5 10 99]

    Production: 45.1000

» med.AMM= [4 12 78]

med = 

     reference: 158965

          prix: 120

           AMM: [4 12 78]

    Production: 45.1000

Ou bien être inséré dans une liste :

» gamme{1} = medicament ;

» gamme {2} = med ;

» celldisp(gamme)

 gamme{1} =

      reference: 158965

          prix: 120

           AMM: [5 10 99]

    Production: 45.1000

 gamme{2} =

      reference: 158965

          prix: 120

           AMM: [4 12 78]

    Production: 45.1000

gamme{i} est une structure, donc :
» gamme{2}.reference=999999 ;

» celldisp(gamme)

 gamme{1} =

      reference: 158965

          prix: 120

           AMM: [5 10 99]

    Production: 45.1000

gamme{2} =

      reference: 999999

          prix: 120

           AMM: [4 12 78]

    Production: 45.1000

Enfin, on peut facilement rajouter un champ :

» med.poids = 2

med = 

     reference: 158965

          prix: 120

           AMM: [4 12 78]

    Production: 45.1000

         poids: 2

C. Opérations algébriques 

1. Fonctions élémentaires, opérations arithmétiques

Les opérateurs algébriques s’utilisent tels quels, i.e. de la même manière avec laquelle on a l’habitude de s’en servir sur le papier, du fait qu’il n’y ait pas de distinguo entre les entiers les réels. Par contre, on ne peut en aucun cas utiliser un booléen dans une opération algébrique. 

Matlab incorpore une multitude de fonctions prédéfinies, dont voici un très court extrait. 

	Fonctions mathématiques élémentaires 

	abs 
	valeur absolue ou module 

	sqrt 
	racine carrée 

	^
	Puissance

	exp 
	Exponentiel

	log 
	log népérien

	log10 
	log décimal

	‘
	conjugué


2. Opérations sur les tableaux  et matrices carrées

Les opérateurs algébriques binaires (+, -, *, /, ^) peuvent s’appliquer aux matrices et aux tableaux, même lorsque mathématiquement l’opération n’a pas de sens ! En fait, Matlab interprète différemment ces opérateurs lorsqu’ils sont utilisés sur des objets autres que des scalaires
. Il en est de même pour les fonctions mathématiques.

a) Fonctions mathématiques appliquées à un tableau

Si     
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b) Fonctions spécifiques appliquées aux matrices carrées 

	» A=[1 2; 2 3];

» inv(A)

ans =

    -3     2

     2    -1
	Calcule l’inverse d’une matrice carrée

	» B=[1;2] ;

B =

     1

     2

» A\B

ans =

     1

     0
	Calcule la solution  X du système : A X = B

On a ici réalisé une division à gauche.


	» funm(A,'exp')

ans =

   19.6800   30.5651

   30.5651   50.2452
	Applique le développement en série entière de la fonction exponentielle à la matrice A

	» funm(A,'sin')

ans =

   -0.4149   -0.2928

   -0.2928   -0.7077
	Idem pour la fonction sin

	» funm(A,'sqrt')

ans =

   0.5689 + 0.3516i   0.9204 - 0.2173i

   0.9204 - 0.2173i   1.4893 + 0.1343i
	Idem pour la fonction 
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c) Puissance de tableaux : ^ ou  .^

	» a=[1 2];

» a.^2

ans =

     1     4
	Elève chacune des coordonnées de a à la puissance 2, ; s’applique également aux matrices

	» 2.^a

ans =

     2     4
	Renvoie un vecteur dont chaque coordonnées est égal à 2 la puissance ai ; s’applique également aux matrices



	» c=[1 2 3 ; 3 4 5];

» 3.^c

ans =

     3     9    27

    27    81   243

» c.^3

ans =

     1     8    27

    27    64   125
	Pour une matrice rectangulaire


	» b=[1 2;3 4];

» 2.^b

ans =

     2     4

     8    16


	Pour une matrice carrée

	» b.^2

ans =

     1     4

     9    16


	

	» b^2

ans =

     7    10

    15    22


	Le résultat est différent et égal à b * b 

Ici, on effectue réellement un produit matriciel. Reste vrai pour tout autre valeur entière de la puissance.

	» d=[4 5] ;

» d.^a

ans =

     4    25

» a.^d

ans =

     1    32
	Elève la ième coordonnée d’un tableau à la puissance du ième coefficient d’un autre tableau.

Les tableaux ont impérativement la même taille.


d) Produits de tableaux : * ou  .*

	» a=[1 2];

» a*a.'

ans =

     5


	a est un vecteur, a.' est sa transposée. Dans ce cas, * correspond au produit scalaire.

	» a.'*a

ans =

     1     2

     2     4


	Produit de matrice dont les dimensions coïncident. 

	» a.*a

ans =

     1     4


	Est équivalent à a.^2

	» a.*d

ans =

     4    10
	Produit des éléments terme à terme. 

Les tableaux ont impérativement la même taille. 

Est égal à d.*a


e) Divisions de tableaux : / ; \ ; ./ ou \.

Matrices - vecteurs

	» a = [ 1     2 ] ;

» b = [ 1     2 ; 3     4] ; 

» b\a.'

ans =

         0

    0.5000


	Calcule la solution  X du système :

 b X = ta

Est donc égal à inv(b)*a.'

	» a/b

ans =

     1     0
	Calcule la solution  X du système :

 X b  = a

Est donc égal à a*inv(b)


Tableaux – tableaux

	» a = [ 1     2 ] ;

» d = [ 4     5 ] ;

» a./d

ans =

    0.2500    0.4000
	Réalise la division terme à terme des coefficients de a par ceux de d. 

Les tableaux ont impérativement la même taille.
Est égal à d.\a



	» 1/a.'

ans =

         0    0.5000
	Calcule la solution  X du système : X * ta = 1

Est égal à  (a\1).'




VI. Programmation sous Matlab

A. Qu’est-ce qu’un programme ?

1. Algorithme + langage = programme

De manière générale, un algorithme décrit les séquences d'actions élémentaires à effectuer pour réaliser une opération (ou un traitement) plus complexe.

Le langage quant à lui, permet de traduire cet algorithme de façon à être compréhensible par l'organe de traitement qui va l'exécuter, en l'occurrence ici, l'ordinateur. On appelle alors programme, un algorithme transcrit dans un certain langage informatique.

Il faut noter toutefois que la description réalisée dans un algorithme aura souvent un aspect plus agrégé que celle d'un programme où les détails de mise en oeuvre (dépendant du langage, du matériel, etc.) doivent être nécessairement considérés.

Exemple 

Pour illustrer ces notions, une analogie peut être faite avec la cuisine. L'algorithme correspond à une recette, cette dernière étant écrite dans une langue (i.e. un langage informatique) connue du cuisinier qui la lira et l'exécutera.  

2. Instructions, variables et types

Par définition, un programme est donc une suite d’actions que l’on fournit à un calculateur, chaque action étant une sorte de commande élémentaire que sait interpréter cette machine pour la faire évoluer d’un état à un autre. Dans les langages informatiques, ces commandes élémentaires sont appelées des instructions. 

Schématiquement, l'ordinateur traite et génère essentiellement des flux d'informations. Aussi, afin de pouvoir manipuler ou traiter chacune de ces informations (données ou résultats), celles-ci sont matérialisées au sein d'un programme par une entité informatique nommée variable. 
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Par ailleurs, ces informations représentent des grandeurs aussi bien quantitatives (volume d'un produit, température, etc.) que qualitatives (couleur, état d'une machine ou d'une réaction, etc.). Cette hétérogénéité induit que la manière de représenter chaque information au sein de la machine va dépendre de la nature de celle-ci. C'est pourquoi à chaque variable doit être associé un type caractérisant le "format" de la donnée représentée.  

3. Sous-programmes

Très souvent, il est nécessaire qu'une séquence d'actions soit répétée à divers endroits d'un programme afin de traiter différentes données. Mais, lorsque cette séquence particulière comporte de nombreuses instructions, il paraît peu judicieux de la dupliquer au sein du programme pour des raisons d'occupation en mémoire, de lisibilité du programme, etc. C'est pourquoi la notion de sous-programme a été introduite. 
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Un sous-programme est donc une sorte de macro-instruction (regroupement en un tout d'une séquence d'instructions réalisant un traitement particulier) à laquelle des données peuvent être transmises et/ou de laquelle des résultats peuvent être récupérés.

4. Mise en oeuvre d'un programme

A l'aube de l'informatique, la programmation d'un calculateur s'effectuait en utilisant directement les mnémoniques spécifiques au microprocesseur utilisé (jeu d'instructions minimales gravé au sein du processeur et qui permet d'exécuter des opérations élémentaires telles que échange entre mémoires et registres internes, calculs binaires, communication avec les micro-contrôleurs, gestion des interruptions matérielles, etc.). C'est la programmation en "langage machine" ou ASSEMBLEUR .
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Même si ce type de programmation reste encore le plus efficace (vis à vis du "temps d'exécution"), il présente toutefois l'inconvénient d'être difficile à manipuler et surtout, nécessite une parfaite connaissance du "hardware" (le fonctionnement et l'architecture matérielle de l'ordinateur).

C'est pourquoi les informaticiens ont très vite développé des outils appelés compilateur dont le rôle est de traduire en langage machine, un programme écrit dans un langage plus proche du langage naturel (en l'occurrence, souvent l'anglais !) et moins dépendant du processeur utilisé.

En pratique,

· la rapide évolution des technologies (semi-conducteurs, architecture matérielle amenant un gain en rapidité des microprocesseurs, l'augmentation de l'espace mémoire disponible, etc.),

· l'avancée des recherches en informatique fondamentale (théorie des compilateurs, machine à états),

ont permis  :

· de développer des techniques de plus en plus transparentes vis à vis de la machine, 

· de viser une plus grande modularité,

· d'accroître la puissance et l’expressivité des langages.

5. Différentes approches de programmation

La formulation d'un programme dépend étroitement du type de traitement à réaliser. C'est pourquoi divers langages ont été développés, conduisant à différentes approches de programmation :

· Programmation procédurale (« classique ») : Un programme est ici considéré comme un ensemble d’instructions qui manipule un ensemble de données. Les langages associés sont par exemple C, PASCAL, ADA, FORTRAN, BASIC, COBOL, chacun pouvant avoir une spécificité relatif au domaine d'application (C ( système, ADA ( temps réel, FORTRAN ( calcul scientifique, COBOL ( gestion de fichier, etc...).

· Programmation fonctionnelle : Un programme est le représentant informatique d’une fonction mathématique à qui est associée des valeurs d’entrées. Il repose essentiellement sur la notion de récursivité et sur la manipulation de listes et d'arbres.  Un langage typique est LISP. 

· Programmation logique : Un programme est un raisonnement et son exécution, une preuve de la déductibilité d’une formule logique. Un des principaux représentants de cette catégorie de langage est  PROLOG et comme LISP, il est principalement utilisé en Intelligence Artificielle.

Exemple 

  Soit les propositions suivantes :

 A = "Il y a du soleil" ,         B = "Il fait chaud",            C = "Je vais à la plage" 

auxquelles sont associées les 2 relations suivantes (le programme PROLOG) : 

    A ( B        
soit     si  "Il y a du soleil"  alors  "Il fait chaud"

    B ( C        
soit     si  "Il fait chaud"     alors  "Je vais à la plage"

le résultat d'un tel programme sera : 

    A ( C         soit     si  "Il y a du soleil"  alors  "Je vais à la plage".  

C'est notamment avec ce type de langage qu'un ordinateur peut jouer aux échecs. Une partie de la base de connaissance correspond aux règles du jeu (déplacement des pièces, etc.), l'autre partie est constituée la stratégie de jeu en fonction d'une situation donnée (l'aspect "intelligent"). 

· Programmation objet : Un programme est un ensemble de petites entités informatiques appelées objets qui interagissent et communiquent par messages. Cette conception met en avant la structure de donnée (attributs de l'objet) ainsi que les traitements spécifiques associés (méthodes de l'objet), l'ensemble formant une classe. Ce type d'approche qui aujourd'hui, tend à s'imposer de plus en plus, est né de besoins industriels en développement. Les langages les plus courants sont C++, EIFFEL, ADA 95, SMALLTALK.

B. Les instructions essentielles

1. Rupture de séquences, arrêt, tests

a) Opérateurs relationnels et logiques

	Opérateurs Relationnels
	Opérateurs Logiques

	<
	inférieur à 
	&
	et 

	>
	supérieur à 
	|
	ou 

	<=
	inférieur ou égal à 
	~
	non 

	>=
	supérieur ou égal à 
	xor
	ou exclusif 

	==
	égal à 
	 
	 

	~=
	différent de 
	 
	 


Les évaluations de relations peuvent elles-mêmes être manipulées par des opérateurs logiques tels que & (et), (ou) et (non). Quand une relation intervient entre des scalaires, le résultat est un scalaire qui vaut 1 ou 0 suivant que la relation est vraie ou fausse. Quand une relation intervient entre deux matrices de même dimension, le résultat est une matrice constituée de 1 et de 0 suivant que la relation entre les éléments correspondants des matrices est vraie ou fausse. 

b) If

Il en existe plusieurs formes dont la plus simple est :
if  expression logique 
    instructions 
    . . . . . . . . . 
    instructions 
end

La séquence d'instructions intérieure n'est exécutée que si expression logique est vrai (=1). Noter que l'instruction if se termine par end et non pas endif et qu'il n'y a pas de mot clé then. 

Il existe bien entendu également une séquence conditionnée sous forme d'alternatives: 

if  expression logique 
    instructions 
else 
    instructions 
end 
 

Enfin, il est possible d'effectuer un choix en cascade :

if  expression logique 

instructions 
elseif  expression logique 
    
instructions 
elseif  expression logique 
    
instructions 
. . . . . . . . . . . 
elseif  expression logique 
    
instructions 
end 
c) Switch

Cette instruction remplace avantageusement la précédente et porte sur une expression renvoyant une valeur algébrique :

switch  expression 
    case valeur1
    instructions 
    case valeur2
    instructions
. . . . . . . . . . . 
    case valeurn
    instructions

   otherwise

    instructions
end
Si l’expression prend une des valeurs (1,2, ..n) la série d’instructions correspondante sera effectuée. Dans le cas contraire , une série d’instructions par défaut sera effectuée (otherwise).

2. Les boucles

a) For

Les boucles de contrôle sous Matlab sont très proches de celles existant dans d'autres langages de programmation :
for variable = borne_inf : borne_sup 
    instructions 
     .......... 
    instructions 
end

On peut imbriquer plusieurs boucles les unes dans les autres.

exemple

Créer le vecteur [1 2 4 8 .... 2^10] 

>> x=[];

>>  for n=0:10

      x=[x 2^n];

    end
On peut utiliser un incrément (pas) autre que 1 (valeur par défaut). 

La syntaxe est :   borne_inf : pas : borne_sup. Les bornes ne sont pas nécessairement des entiers. Le pas peut être négatif. Attention a bien gérer la borne supérieure! 

b) While

Tant que qu’une expression logique est vraie, répéter instruction :

while  expression logique
    instruction
     .......... 
    instruction
end

Exemple

Calculer le plus petit entier n tel que 2^n soit supérieur à un réel a donné. 

>> a=1998;n=1;

>> while 2^n < a

     n=n+1;

   end

>> n
c) Interruption d'une boucle de contrôle 
Il est possible de provoquer une sortie prématurée d'une boucle de contrôle. 

L'instruction break permet de sortir d'une boucle FOR ou d'une boucle WHILE. L'exécution se poursuit alors séquentiellement à partir de l'instruction suivant le end fermant la boucle. Attention: en cas de boucles imbriquées, on interrompt seulement l'exécution  de la boucle intérieure contenant l'instruction break. 

L'instruction return provoque un retour au programme appelant (ou au clavier). 

d) Boucles implicite

MATLAB étant un langage interprété l'utilisation de boucles ralentit considérablement l'exécution. Pour pallier cet inconvénient il existe la notion de boucle implicite qui, elle, est exécutée vectoriellement donc plus rapidement. 

Ainsi écrire n = 1:5, revient à créer le vecteur ligne n = [1 2 3 4 5]. On peut changer le pas d'incrémentation en écrivant n = 1:2:7, ce qui équivaut à n = [1 3 5 7]. Ceci s'étend aux nombres non entiers (x = .1:.01:1.) et le pas d'incrémentation peut être négatif.

3. Les fonctions Matlab

On peut en distinguer trois types, les fonctions scalaires, les fonctions vectorielles et les fonctions matricielles.

a) Les fonctions scalaires

Comme leur définition l'indique elles agissent principalement sur des scalaires. On peut citer sans les commenter: sin asin cos acos tan atan exp log abs sqrt sign round etc... 

Cependant on peut aussi les faire agir sur des matrices. Dans ce cas elles agissent élément par élément, ainsi sqrt(A) est la matrice dont chaque élément est la racine carrée de chaque élément de A. 

Exemples

Définir la matrice A = [1 2 3;4 5 6]. Vérifier les résultats de B = fix(pi*A) et C = cos( pi*B) . 

Définir le vecteur x = (0:0.2:3.0) , et entrer la séquence y = exp(-x);[x y] . 

Utiliser la fonction linspace pour obtenir le même résultat. 

b) Les fonctions vectorielles

Elles sont prévues pour opérer sur des vecteurs lignes ou colonnes. On peut citer sans les commenter: max min sum prod mean std any etc... 

De même que pour les fonctions scalaires, on peut les faire opérer sur des matrices. Dans ce cas elles agissent sur chacune des colonnes de la matrice. Pour obtenir une action ligne par ligne il suffit d'utiliser l'opérateur de transposition. 

Ainsi si A est une matrice, max(A) renvoie un vecteur ligne dont chaque composante correspond au maximum de chacune des colonnes de A, alors que max(max(A)) renvoie l'élément maximum de A.

c) Les fonctions matricielles

La plupart des fonctions de Matlab opèrent sur des matrices et c'est ce qui fait en grande partie la puissance du logiciel. On peut citer eig (vecteur propre, valeur propre), chol (décomposition de Cholesky), svd (décomposition en valeurs singulières), lu (factorisation LU), qr (factorisation QR), det (déterminant), rank (rang) etc... 

Ces fonctions peuvent renvoyer un ou plusieurs arguments. Ainsi [X, V] = eig[A], renvoie une matrice X dont les colonnes sont les vecteurs propres de A et une matrice diagonale V constituée des valeurs propres de A. Alors que X = eig[A] renvoie un vecteur colonne X dont les composantes sont les valeurs propres de A. 

Remarque 

Matlab est particulièrement gourmand en place mémoire, aussi a-t-il été prévu de ne stocker que les éléments non nuls des matrices. La manipulation s'effectue avec les commandes sparse et full. Ainsi sA = sparse(A) génère une matrice sA qui ne comporte (en mémoire) que les éléments non nuls de A. On peut revenir à A par A = full(sA). 

On consultera l'aide de spdiags, speye, sparse, spones et sprandn. 

C. Transmission d’information dans un programme

1. Les fichiers

a)  Fichiers script
Un fichier script est une suite d'instructions Matlab. Taper le nom du fichier sans son extension sur la ligne de commande Matlab résulte en l'exécution des instructions contenues dans le fichier. Un M-file peut en appeler un autre ou s'appeler récursivement. 

Il est cependant plus courant d'utiliser des fichiers fonctions. 

Remarque : la notion de récursivité

La récursivité offre la possibilité d’écrire une fonction s’appelant elle-même. On présente ci-après deux mode de calcul des termes de la suite de Fibonacci :

function f1=fibo1(n)

if n<=2

   f1=1;

   return

end

f1=fibo1(n-1)+fibo1(n-2);

return

function f2=fibo2(n)

if n<=2

   f2=1;

   return

end

un1=1;un2=1;

for i=1:n-2

   f2=un1+un2;un2=un1;un1=f2;

end
Ces deux fonctions sont équivalentes, du point de vue des valeurs renvoyées. Par contre, en ce qui concerne les performances, la première option est tout bonnement catastrophique
 !

b) Fichiers function
Les fichiers fonctions permettent d'étendre les possibilités de Matlab. Ils sont l'équivalent des SUBROUTINE FORTRAN, des fonctions C etc... Ces fonctions utilisent des variables qui par défaut sont locales, mais peuvent être déclarées global. La syntaxe est de la forme: 

function [out1, out2, ...] = function_name(in1, in2, ...) 

où outi désigne une variable de sortie, et ini désigne une variable d'entrée. 

Exemple 1

function a = aleat(m,n,min,max) 

% aleat(m,n) renvoie une matrice m×n dont les éléments suivent 

% une loi normale centrée. 

% aleat(m;n;min,max) renvoie une matrice m×n dont les éléments 

% suivent une loi uniforme entre min et max. 

if nargin 3, 

a = randn(m,n); 

else 

a = (max - min + 1)*rand(m,n) + min; 

end 
Ce script sera sauvegardé dans un fichier nommé aleat.m, le nom du fichier et de la fonction doit être le même. Les lignes précédées d'un % qui suivent la déclaration de la fonction sont utilisées comme aide. On y accède par help aleat. 

Cette fonction est appelée sous la forme x = aleat(2,3), ou sous la forme x = aleat(2,5,-2,2). La fonction nargin est utilisée pour tester le nombre d'arguments d'entrée. On peut également utiliser nargout pour traiter le nombre d'arguments de sortie. 

Exemple 2

function [moyenne, ecart-type] = stat(x) 

% Si x est une matrice elle est traitée colonne par colonne 

% moyenne est le vecteur des moyennes 

% ecart-type est le vecteur des ecart-type. 

[m,n] = size(x); 

if m == 1 

m = n; 

end 

moyenne = sum(x) / n; 

ecart-type = sqrt(sum(x.^2)/m – moyenne^2); 
On peut facilement obtenir le listing d'un M-file en exécutant type file_name sur la ligne de commande Matlab. 

2. Visibilité des variables

Seules les variables d'un script sont affichables à l'aide de who ou whos, les variables internes à une fonction sont locales au même titre que dans le langage C. On peut cependant rendre des variables globales, ce qui évitent de les transmettre à éventuellement plusieurs fonctions. 

Exercice

Définir la fonction puiss qui doit calculer y=x^n sous la forme function y = puiss(x,n). 

 Pour définir n comme global, il faut le déclarer à la fois dans le script et dans la fonction: 

	Script :



global n 


 

n=5; 
 


 

y=puiss(x)
	Fonction :

function y=puiss(x)

global n

y=x^n;


3. La gestion des entrées-sorties

a) Les fichiers Matlab
Il est possible à tout instant de sauvegarder une ou plusieurs variables dans un fichier spécifique Matlab dont l'extension par défaut sera .mat. La commande à utiliser est save. Les différents formats et options sont listés ci-dessous: 

· save fname X sauve seulement X. 

· save fname X Y Z sauve X, Y, et Z. 

· save fname X Y Z -ascii utilise le format ASCII 8-digit au lieu du binaire. 

· save fname X Y Z -ascii -double utilise le format ASCII 16-digit. 

· save fname X Y Z -ascii -double -tabs utilise le format ASCII 16-digit délimité par des tabulations 
Pour recharger un tel fichier on utilisera load fname. Chaque variable ayant été sauvegardée par son nom, les variables rechargées auront les noms, dimensions et valeurs au moment de la sauvegarde. 

b) Les fichiers standards

On appelle fichier standard tout fichier crée à partir d'un langage de programmation que ce soit un fichier texte ou binaire. Ces fichiers sont accessibles en lecture ou écriture à l'aide d'une syntaxe proche de celle du langage C. L'ouverture s'effectue en allouant un pointeur de fichier par la fonction fopen. Les lecture et écriture s'effectuent à l'aide des fonctions fread et fwrite. La fermeture du fichier est réalisée par fclose. 

· Ouverture
 de fichier: fid = fopen('fname', permission) : 'fname' est une chaîne de caractères spécifiant le nom du fichier ; permission prend les formes suivantes : 

'r' lecture 'w' écriture (création si nécessaire) 

'a' ajout (création si nécessaire) 

'r+' lecture et écriture (pas de création) 

'w+' troncation ou création pour lecture et écriture 

'a+' lecture et ajout (création si nécessaire) 

· Lecture d'un fichier: [a, count] = fread(fid,size,precision) : Lecture des données binaires du fichier spécifié par fid et écriture dans la matrice a. L'argument de sortie optionnel count renvoie le nombre d'éléments lus. L'argument size est optionnel; s'il n'est pas spécifié ou si il vaut inf, le fichier est lu entièrement; s'il est spécifié, les formes valides sont: N pour lire N éléments dans un vecteur colonne, inf pour lire tout le fichier, [M,N] pour remplir une matrice colonne par colonne. Dans ce dernier cas N peut être inf, mais pas M. L'argument precision désigne le type de données à lire. C'est une chaîne de caractères qui prend les formes suivantes: 'char', 'schar', 'short', 'int', 'long', 'float', 'double', 'uchar', 'ushort', 'uint', 'ulong' etc... 

· Ecriture d'un fichier: count = fwrite(fid,a,precision) :Ecriture des données binaires de la matrice a dans le fichier spécifié par fid . L'argument de sortie optionnel count renvoie le nombre d'éléments effectivement écrits. L'argument precision désigne le type de données à lire. C'est une chaîne de caractères qui prend les mêmes formes que pour la lecture. 

· Fermeture de fichier: fclose(fid) 

· On utilisera l'aide Matlab pour l'utilisation de fonctions telles que fseek, fscanf, fprintf, etc... 

c) Chaînes de caractères et messages

Les chaînes de caractères sont définies entre simples 'quotes'. Ainsi c = 'Ceci est une chaîne' définira la variable c comme une chaîne de caractères que l'on pourra utiliser pour afficher un message. 

L'affichage de messages s'effectue de plusieurs manières. On utilise pour cela les fonctions disp, error ou input. Par exemple disp(c) affichera la chaîne c à l'écran. disp('Ceci est une chaîne') aura le même effet. 

Si on utilise error('Erreur dans la fonction func'), Le texte sera affiché et de plus l'exécution du programme sera arrêtée. 

Enfin Z = input('Entrez la valeur de Z: ') affichera le texte et attendra l'entrée de la valeur qui sera validée lors de la frappe sur la touche Entrée ou Enter. 

d) Format d'affichage

Tous les calculs effectués dans Matlab le sont en double précision. Cependant le format d'affichage des résultats peut être contrôlé par la commande format. Le tableau ci-dessous résume les différents formats utilisables: 

	format short 
	4 décimales (défaut)

	format long 
	14 décimales

	format short e 
	4 décimales notation scientifique

	format long e 
	14 décimales notation scientifique

	format rat 
	approximation par une fraction rationnelle

	format hex 
	format hexadécimal

	format bank 
	correspond à une sortie en dollars et cents

	format + 
	+, -, espace


Un format reste actif tant qu'il n'a pas été redéfini par la commande format, à l'exception des commandes format compact et format loose qui servent à supprimer (resp. restaurer) les lignes blanches qui pourraient apparaître à l'affichage. 

D. Quelques algorithmes

1. Les tris

a) Tri à bulles 

Soit un vecteur A de dimension N. La méthode du tri consiste tout d'abord à comparer Ai et Ai+1 et à échanger ces deux éléments si Ai>Ai+1, et ceci pour tout i allant de 1 à N-1. En langage de programmation Matlab, cela donne :

n=1000;

size=[1,n];

a=rand(size);

for k = 1:n-1

   for p= 1:n-1

      if a(p) > a(p+1)

         temp=a(p+1);

         a(p+1)=a(p);

         a(p)=temp

      end

   end

end

Exemple

 Il faut trier 

	3
	2
	1
	6
	4
	5


On compare les éléments en position 1 et 2  pour éventuellement les échanger 
	3
	2
	1
	6
	4
	5


On les échange puisqu'ils ne sont pas dans l'ordre croissant. 
	2
	3
	1
	6
	4
	5


On compare les éléments en position 2 et 3 pour éventuellement les échanger 
	2
	3
	1
	6
	4
	5


On les échange pour les mettre dans l'ordre croissant. 
	2
	1
	3
	6
	4
	5


On compare les éléments en positions 3 et 4. Ils sont dans l'ordre croissant; on n'y touche pas. On compare les éléments en positions 4 et 5. Ils ne sont pas dans l'ordre croissant; on les échange. 
	2
	1
	3
	4
	6
	5


On compare les éléments en positions 5 et 6. Ils ne sont pas dans l'ordre croissant; on les échange. 
	2
	1
	3
	4
	5
	6


De la sorte les grands éléments ont tendance à migrer vers la fin du vecteur. En particulier, au fur et à mesure des échanges, la méthode fait avancer le plus grand élément rencontré. A la fin de la première boucle, AN contient le plus grand élément du vecteur et cette Nème composante ne doit plus être prise en compte dans la suite du tri puisqu'elle est à sa place. 

Il suffit de recommencer ensuite le même processus avec le morceau de A allant de la première composante à la N-1 ème. Cette fois, la boucle sur i ira de 1 à N-2, et ainsi de suite. 
Dans notre exemple, trions les éléments de position 1 à 5: 

	1
	2
	3
	4
	5
	6

	2
	1
	3
	4
	5
	6

	1
	2
	3
	4
	5
	6

	1
	2
	3
	4
	5
	6

	1
	2
	3
	4
	5
	6

	2
	1
	3
	4
	5
	6


Si à une étape, on travaille jusqu'à l'indice M<N (les éléments au-delà du M ème occupent déjà leur position définitive), l'élément en position M occupera lui aussi sa position définitive et à l'étape suivante, seuls les M-1 premiers éléments seront pris en compte. Mais du fait de la tendance générale des plus grands éléments à avancer, il est possible que les éléments M-1, M-2, ... M-k occupent déjà eux aussi leur position définitive et à l'étape suivante on pourrait se contenter de ne considérer que les M-k-1 premières composantes (au lieu des M-1 premières). Cette situation peut être repérée en retenant à partir de quel indice il n'a plus été nécessaire de procéder à des échanges. 

Nous devrions trier les éléments de position 1 à 4 mais comme la dernière permutation concernait les éléments de position 1 et 2, le tri est terminé. 

	1
	2
	3
	4
	5
	6

	1
	2
	3
	4
	5
	6


b) Tri par insertion linéaire

Soit A le vecteur dont les éléments sont numérotés de 1 à N. Nous supposons que les éléments numérotés de 1 à k sont déjà triés. Le principe consiste en le placement de l'élément suivant, à savoir celui de position k+1, à sa position parmi les k premiers. Cela se fait en décalant tous les éléments, à partir du dernier élément trié, d'une position vers la droite jusqu'à l'élément inférieur à celui à insérer et de placer ensuite l'élément qui était en position k+1 dans le trou ainsi créé.

Le programme Matlab correspondant se présente sous la forme suivante : on notera que la boucle interne est interrompue dès que l’on a trouvé un élément supérieur au k+1ème, ce qui permet de gagner du temps :

n=1000;

size=[1,n];

b=rand(size);

for k = 1:n-1

   for p= 1:k

      if b(k+1) < b(p)

         temp=b(k+1);

         b(p+1:k+1)=b(p:k);

         b(p)=temp;



  break

      end

   end

end
Exemple

	5
	4
	2
	3
	7
	0



Au départ, on considère que la partie triée contient le seul premier élément qui vaut 5 et on désire placer l'élément suivant, à savoir 4.

On déplace le 5 vers la droite (puisque plus grand que 4) pour placer le 4 à sa place.
	4
	5
	2
	3
	7
	0



Nous avons donc les 2 premiers éléments qui sont dans le bon ordre. Il faut placer maintenant le 3ème élément, à savoir 2. On déplace le 5 et le 4 (qui sont plus grands que 2) vers la droite pour placer le 2.
	2
	4
	5
	3
	7
	0



Nous avons donc les 3 premiers éléments qui sont dans le bon ordre. Il faut placer maintenant le 4ème élément, à savoir 3. On déplace le 5 et le 4 (qui sont plus grands que 3) vers la droite pour placer le 3.
	2
	3
	4
	5
	7
	0



Nous avons donc les 4 premiers éléments qui sont dans le bon ordre. Il faut placer maintenant le 5ème élément, à savoir 7. On ne déplace aucun élément puisque 7 est plus grand que le 4ème élément, à savoir 5. 
	2
	3
	4
	5
	7
	0



Nous avons donc les 5 premiers éléments qui sont dans le bon ordre. Il faut placer maintenant le 6ème élément, à savoir 0. On déplace 7, 5, 4, 3, 2 (qui sont plus grands que 0) vers la droite pour placer le 0.
	0
	2
	3
	4
	5
	7



Note: Lors du placement du k+1 éme élément, il faut en moyenne k/2 comparaisons pour trouver la place de l'élément dans la séquence déjà triée. Il faudra donc: (1+2+3+...+N)/2=[(1+N)/2*N]/2 comparaisons. 

c) Tri par insertion en double sens

Pour diminuer le nombre de déplacements d'éléments, le vecteur à trier est considéré comme cyclique (sa fin rejoint son début) et on n'opère les déplacements que sur des moitiés de vecteur trié. Pour ce faire, on compare l'élément à insérer à l'élément qui se trouve au milieu de la séquence triée.

Si il est plus grand, on le place dans la partie droite sinon on le place dans la partie gauche.
Si on le place dans la partie gauche, on conserve l'élément à gauche du plus petit des éléments triés, pour le placer à l'étape suivante et on décale vers la gauche les éléments triés pour insérer l'élément.

Si on le place dans la partie droite, on décale vers la droite les éléments triés, en commençant par le plus grand des triés, pour insérer l'élément à placer. Enfin, pour terminer, on décale les éléments du vecteur cyclique de telle sorte à placer le plus petit élément en première position.

Le programme correspondant ne respecte pas totalement cet algorithme, Matlab permettant une approche vectorielle, on ne fait pas de décalage vers la gauche, ainsi, si l’on part de l’hypothèse que k éléments sont triés, on prend le suivant, que l’on insère parmi ceux-ci, si besoin est, en décalant vers la gauche. A la fin de la double boucle, le vecteur est déjà trié :

for k = 1:n-1

   nextc=c(k+1);

   mid=floor(k/2)+1;

   if nextc > c(mid)

      n1=mid+1;n2=k;

   else

      n1=1;n2=mid;

   end
   for p=n1:n2

      if nextc < c(p)

         c(p+1:k+1)=c(p:k);

         c(p)=nextc;

         break;

      end

   end
end

Exemple

Soit à trier: 

	2
	0
	4
	1
	3
	9



La partie déjà triée est écrite en rouge. 0 est inférieur à 2 et doit donc être placé dans la partie gauche. Il se place donc à gauche du 1er élément, à savoir en dernière position puisque le vecteur est considéré comme cyclique.
	2
	0
	4
	1
	3
	0



et on garde le 9 qui a été écrasé et doit donc être placé à cette étape. Comme 9 est supérieur à l'élément milieu (entre 0 et 2), il doit être placé dans la partie droite. Il est supérieur à 2 et donc aucun déplacement n'est nécessaire avant de le placer.
	2
	9
	4
	1
	3
	0



Il faut maintenant placer l'élément suivant, à savoir 4. L'élément qui se trouve au milieu de la partie triée est 2 et il est inférieur à l'élément à placer. Il faut donc insérer le 4 dans la partie droite. On recule le 9 et on insère le 4.
	2
	4
	9
	1
	3
	0



Il faut placer l'élément suivant, à savoir le 1. Il est plus petit que l'élément qui est au milieu de la partie triée. Il faut donc l'insérer dans la partie gauche. On conserve l'élément à gauche du plus petit des triés, à savoir 3. On déplace le 0 vers la gauche et on place le 1. Nous conservons le 3 qui doit être placé à l'étape suivante.
	2
	4
	9
	1
	0
	1



Comme 3 est plus grand que l'élément qui se trouve au milieu de la partie triée, on doit le placer dans la partie droite. On déplace, vers la droite; le 9, le 4 et on place le 3.
	2
	3
	4
	9
	0
	1


Le vecteur est trié mais il faut opérer plusieurs décalages pour amener le plus petit élément en première position:
	1
	2
	3
	4
	9
	0


et après le deuxième décalage :
	0
	1
	2
	3
	4
	9


E. Exercices : Méthodes de résolution

1. Systèmes tridiagonaux par blocs

W{1}=A{1};

G{1}=A{1}\D{1};

for i=2:n

   W{i}=A{i}-C{i}*(W{i-1}\B{i-1});

   G{i}= W{i}\(D{i}-C{i-1}*G{i-1});

end

X{n}=G{n};

for i=n-1:-1:1

   X{i}=G{i}-(W{i}\ B{i})*X{i+1});

end

2. Newton-Raphson

function [solution,iteration] = newton(X)

nmax=24;

critere=0.000001;

iteration=1;

FX=fonction(X);

JX=jacobien(X);

solution=X;

while norm(FX) > critere & iteration < nmax

    if det(JX) ~=0 

      X=X-FX/JX;

      FX=fonction(X);

      JX=jacobien(X);

    end

 iteration=iteration+1;

end

solution=X;

function J = jacobien(X)

J(1,1)=3*(X(1)^2-X(2)^2);

J(1,2)=6*X(1)*X(2);

J(2,2)=J(1,1);

J(2,1)=-J(1,2);

function F = fonction(X)

F(1)=X(1)^3-3*X(1)*X(2)^2-1;

F(2)=3*X(1)^2*X(2)-X(2)^3

VII. Equations différentielles ordinaires

A. Notions de base 
Une équation différentielle est une équation qui contient en plus des variables indépendantes et des fonctions de ces variables des dérivées ou des différentielles de ces fonctions. Si il n'y a qu'une variable indépendante il s'agit d'une équation différentielle ordinaire. Sinon il s'agit d'un équation aux dérivées partielles. Nous considérons d'abord le cas d'une seule variable indépendante. 

Une équation différentielle s'écrit alors :
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Cette équation est linéaire et homogène d'ordre n si n'y interviennent que des termes proportionnels à la fonction inconnue et ses dérivées partielles d'ordre inférieur ou égal à n. Elle est inhomogène si il y a des termes ne dépendant pas de y. Elle est non linéaire si il y a des termes proportionnels à des puissances ou des fonctions de y et/ou de ses dérivées. 

B. Equations du 1er ordre

1.  Définitions 
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Supposons qu'il existe y=f(x) satisfaisant cette équation, f est une solution de l' équation différentielle. La recherche des solutions d'une équation différentielle s'appelle l'intégration de cette équation. Si 
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ne dépend pas de y l'ensemble des solutions est de façon évidente: 
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où C est une constante arbitraire. 

Dans le cas général, il existe également une famille de solutions qui s'écrit sous forme implicite : 
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En donnant à la constante C des valeurs numériques différentes on obtient des solutions particulières.

Interprétation géométrique 

On suppose que 
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 est uniquement définie est continue en tous les points d'un domaine D de R2. En chaque point de ce domaine l'équation définit une direction par :
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Les courbes tangentes à ces directions en chacun de leurs points s'appellent des courbes intégrales de l'équation différentielle. 

2. Théorème 

Si 
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 est continue et admet une dérivée partielle par rapport à y dans un domaine D de R2 par chaque point de ce domaine il passe une et une seule courbe intégrale de l'équation différentielle.

3. Résolution

a) Facteur intégrant 

Soit l'équation différentielle linéaire du premier ordre la plus générale :
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Un facteur intégrant 
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est un fonction telle que l'équation se réécrive :
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ce qui impose 
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qui est une équation à variables séparées pour 
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b) Solutions 

On obtient alors: 
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Ce qui résout complètement le problème inhomogène. C est une constante à déterminer par les conditions aux limites données pour que le problème physique correspondant soit bien posé.

Exemple 

Un circuit inductif est un dipôle électrique constitué d'une bobine d'inductance propre L et de résistance R. Il est soumis à une tension V(t) donnée et le courant à l'instant t = 0 est I0. Ce système est régi par l'équation différentielle du premier ordre 
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L'équation admet le facteur intégrant : 
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et sa solution s'écrit : 
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Si par exemple V(t) = V0 pour 
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Notons que la solution est la superposition d'une solution de l'équation homogène associée et d'une solution particulière de l'équation avec second membre. 

C. Equations du 2d ordre

1. Généralités

On appelle équation différentielle du second ordre toute relation de la forme F(x,y,y',y'')=0 entre la variable x et la fonction y(x) et ses deux dérivées premières.

On admettra que sous certaines conditions une équation différentielle du second ordre admet une infinité de solutions dépendantes de deux constantes arbitraires: y =  (x,  1 , 2 ).

L'ensemble de ces solutions constitue l'intégrale générale et représente l'équation d'une famille de courbes dépendant de deux paramètres  1 , 2 qui sont appelées courbes intégrales. Une intégrale particulière est obtenue en imposant des conditions initiales. Le plus souvent elles se présentent de la forme y(x0)= yo et y'(x0)=y'0 . Dans ce cas, la courbe est assujettie à deux conditions: Passer par un point (x 0,y0) et avoir un coefficient de tangente donné y'0.

Remarque

En cinématique, les conditions initiales sont celles de la position du mobile et de sa vitesse à l'instant initial. Inversement à toute courbe f(x, y,  1,  2 )=0 on peut associer une équation différentielle du second ordre.

Exemple

 Soit la famille d'hyperboles : 
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Les dérivées premières valent :
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et 
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D'où l'équation différentielle qui régit cette famille de courbes : y.y''=2.y'2 .

2. Equations se ramenant au 1er ordre 

a) Equations ne contenant pas de y

 Soit F(x,y',y'')=0.

On pose y' = z(x), l'équation devient alors F(x, z, z' ) = 0.

Exemple : 
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 On pose : 
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On en déduit : 
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(x0 et y0 étant des constantes).

b) Equations ne contenant pas de x

 F(y,y',y'')=0, et si on considère que y' est une fonction de y, on peut donc poser y' = z(y),  et 
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L'équation devient alors, avec pour nouvelle variable y, 
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qui est une équation du premier ordre pour z. Soit 
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 et en intégrant 
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3. Equations linéaires du 2d ordre

a) Définition

 On appelle équation différentielle linéaire du second ordre une équation de la forme
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(1)

 où a(x), b(x), c(x) et f(x) sont des fonctions.

On associe à cette équation l'équation sans second membre:
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(2)

b) Théorème fondamental

La solution générale yg s'obtient en ajoutant à une intégrale particulière yp de l'équation complète (1) l'intégrale générale de l'équation sans second membre yessm (2) :


[image: image738.wmf]essm

p

g

y

y

y

+

=


c) Intégration de l'équation sans second membre

Si on connaît deux intégrales particulières y1 et y2 . La solution générale est une combinaison linéaire de ces deux intégrales particulières :
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Les deux intégrales doivent être linéairement indépendantes, ce qui se traduit par :
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      (W(x) est appelé le Wronskien).

 Si on connaît une intégrale particulière y1 :

On a donc : 
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On va utiliser la méthode de variation de la constante. On pose donc 
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 où z(x) est une fonction inconnue de x. On en déduit :
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et d'où en remplaçant dans (1) :
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Soit :
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Puisque 
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, on en déduit :
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Cette équation s'intègre comme une équation se ramenant à une équation du premier ordre. Si on ne connaît pas de solution particulière, ce n'est généralement pas intégrable sauf si a, b et c sont des constantes.

d) Intégration de l'équation complète

Supposons que l’on connaisse une solution particulière yp.  La solution générale est alors 
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 Exemple

 L' équation (E) 
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 admet pour solution de l'équation sans second membre : 
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A la vue du second membre, l' intégrale particulière sera un polynôme du troisième degré : 
[image: image754.wmf]d

x

c

x

b

x

a

y

2

3

p

+

×

+

×

+

×

=

 

On obtient donc par identification en remplaçant dans (E) :
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 Si on ne connaît pas de solution particulière, on applique la méthode de Lagrange appelée aussi méthode de la variation de la constante. Elle ne doit être employée qu'en dernier recours (surtout en physique). Soit l'intégrale générale de l'équation sans second membre dans laquelle on va faire varier les constantes c'est à dire que  1 =  1(x) et  2 =  2(x). L'équation différentielle fournissant une première relation pour déterminer ces deux fonctions, il nous sera possible d'en imposer une seconde.

On dérive 
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pour obtenir : 
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On impose alors que : 
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En dérivant 
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on obtient : 
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et en reportant dans l'équation (1) :
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Comme y1 et y2 sont des solutions particulières, l' équation se simplifie en :
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où a(x)  0, d'où le système :
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 Comme y1 et y2 sont linéairement indépendantes, le système précédent est un système de Cramer et détermine  '1 et  '2 , on a alors les solutions  1(x) et  2(x) qui par intégration dépendent chacune d'une constante arbitraire, d'où la solution générale.

Exemple : 
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Le système à résoudre est :


[image: image766.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

×

l

-

×

l

=

×

l

+

×

l

)

x

sin(

)

x

cos(

)

x

sin(

'

)

x

cos(

'

0

)

x

cos(

'

)

x

sin(

'

2

1

2

1





dont on déduit :
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Et finalement :
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4. Equation linéaire à coefficients constants

Soit l'équation : 
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 où a, b et c sont des constantes.

La solution générale se présentera sous la forme : 
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a) Intégration de l'équation sans second membre 

Soit : 
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. On cherche des solution de la forme 
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. En remplaçant dans l’équation sans second membre, il vient :
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L'équation 
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est appelée équation caractéristique . C’est une équation du second degré  dont on sait calculer les solutions r1 et r2. Deux cas sont possibles
 :
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¹

D

 : l'équation caractéristique admet deux racines distinctes r1 et r2 . La solution de l’équation sans second membre s’écrit alors : 
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[image: image779.wmf]0

=

D

 : l'équation caractéristique admet une racine double r. La solution de l’équation sans second membre s’écrit alors : 
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 Dans le cas où  <0 (i²=-1), les deux solutions sont conjuguées et on pose : 
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. La solution générale se réécrit sous la forme : 
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b) Solution particulière de l'équation complète 
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La méthode de Lagrange est en général appliquée sauf dans les cas où le second membre se présente sous la forme 
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Résolution de : 
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la solution particulière sera un polynôme

de degré n si c  0 

de degré n+1 si c=0 et b  0 

de degré n+2 si c=0 et b=0. 

Résolution de : 
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Cherchons si 
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 est solution.

En remplaçant dans l'équation complète on obtient après simplification par 
[image: image791.wmf]mx

e

 :


[image: image792.wmf](

)

(

)

Þ

=

×

+

×

+

+

×

+

+

n

2

P

"

z

a

'

z

b

am

2

z

c

bm

am

  z(x) est donc un polynôme. 

On en déduit que :

si m n'est pas racine de l'équation caractéristique, 
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 ; z(x) est de degré n et la solution est de la forme : 
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si m est racine simple de l'équation caractéristique, 
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 ; z'(x) est de degré n, z(x) est de degré n+1 et on démontre facilement que la solution est de la forme : 
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si m est racine double de l'équation caractéristique, 
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 est de degré n, z(x) est de degré n+2 et on démontre facilement que la solution est de la forme : 
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Résolution de : 
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On passe par les formules d'Euler afin de revenir au cas précédent et le second membre devient f(x) = f1 (x) + f2 (x) avec 
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 Exemple: Trouver une solution particulière de l' équation 
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 On recherche d'une solution particulière de 
[image: image803.wmf]ix

2

e

.

2

x

y

4

"

y

=

×

+


Le second membre est de la forme 
[image: image804.wmf])
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, où n = 1 et m=2i. L'équation caractéristique est 
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 or 2i est racine simple d'où la forme de l'intégrale particulière : 
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........etc... 

D. Intégration par développement en série entière

Cette méthode s’applique quelque soit l’ordre de l’équation à résoudre. Elle peut  s’appliquer lorsque les fonctions a(x), b(x) et c(x) se présentent sous la forme de polynômes. On part de l’hypothèse que la solution admet un  développement en série entière dans un voisinage de 0, i.e. : 
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Puis en réinjectant y(x) dans l’équation différentielle, on essaye d’établir des relations de récurrence qui vont permettre de calculer an en fonction de n. Si la chance nous sourit, on reconnaîtra dans le développement une fonction dont on saura donner une expression analytique condensée. La méthode est généralement relativement simple à mettre en œuvre mais nécessite un soin extrême dans les calculs. 

Exemple : Résoudre 
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On pose 
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En réinjectant ces expressions dans l’équation différentielle :
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Ce qui permet de déduire : 
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Si les conditions initiales sont telles que : 
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et
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Alors :
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Ainsi :
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Or
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donc, finalement :
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VIII. Intégration numérique

A. Problème de conditions initiales

Soient un intervalle 
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 fermé de R, une application f : 
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, et une application différentiable y : 
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. On considère le problème-type suivant (problème de Cauchy) : 
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(f est une fonction donnée, y une fonction inconnue à déterminer ; 
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1. Méthodes à pas séparés

a) Méthodes de type Euler

On subdivise l'intervalle d'intégration 
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 en N sous-intervalles de longueur égale 
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, délimités par les points de subdivision 
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Pour chaque abscisse 
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, on calcule une valeur approchée 
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 de la vraie valeur 
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 de la fonction y. 

· Euler

Pour cela, on considère la tangente en 
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 à la courbe intégrale passant par ce point. La valeur de 
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 est l'ordonnée du point de cette droite d'abscisse 
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. On applique donc :
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· Euler amélioré 

Pour cela, on remplace dans la formule d’Euler la pente de la tangente 
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 par la valeur corrigée au milieu de l'intervalle 
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.  On applique donc :
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· Euler-Cauchy 

Pour cela, on remplace dans la formule d’Euler la pente de la tangente 
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 par la moyenne de cette pente avec la valeur corrigée en 
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b) Runge-Kutta
La méthode de Runge-Kutta peut être considérée comme une généralisation des méthodes de type Euler. Elle est définie par :
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Pour la méthode d’Euler, on a
[image: image851.wmf]f
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. L'objectif est d'obtenir une meilleure précision grâce au degré de liberté supplémentaire que constitue le choix de la fonction 
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. 

Avant de rentrer dans les détails de cette méthode, il nous définir la notion d’ordre. Ainsi, dans le cas présent, une méthode à 1 pas est d’ordre p si et seulement si  :
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où K ne dépend que de y et de f. 

Pour ce type de méthode, on peut montrer que l’erreur commise, i.e. , l’écart 
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à la vraie solution : 
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Les méthodes de Runge-Kutta propagent une solution sur un intervalle en combinant les informations provenant de plusieurs pas de calculs de type de ceux mis en œuvre dans le processus de Euler. Ces informations servent à apparier un développement de Taylor au voisinage de la solution jusqu'à un ordre plus élevé que celui obtenu par les processus de Euler. A titre d’exemple, détaillons les calculs pour une méthode d'ordre 2 :
Soit une fonction f. Par le développement de Taylor, on obtient  : 
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Donc :
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or : 
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Donc :
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Soit : 
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Posons : 
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Il vient : 
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On choisit :
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Donc :
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Autrement dit :
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Pour cette fonction 
[image: image866.wmf]j

 on a obtenu une meilleure précision. Cependant, cette fonction est difficile à évaluer car il faut les dérivées de f  par rapport à x et y. C'est pourquoi on cherche 
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 ne dépendant que de f et pas de ses dérivées. Pour cela, on recherche 
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 de la forme :
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Il faut donc déterminer les 4 paramètres
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 pour conserver une précision d'ordre 2. Pour cela, on repart de 
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Par développement de Taylor, 
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En ne gardant que les termes de premier ordre, on finit par obtenir :
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Donc :
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h

(

O

f

y

f

a

2

1

x

f

a

2

1

h

f

)

a

a

1

(

2

2

2

2

1

+

×

¶

¶

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

b

-

+

¶

¶

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

a

-

×

+

×

-

-


On souhaite que le terme de droite se réduise à 
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. On peut donc en déduire les valeurs des paramètres :
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La solution n'étant pas unique (le paramètre a est indéterminé), on aboutit à une famille de méthodes de la forme :
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Remarques

a = 1 correspond à la méthode d’Euler modifiée

a = 
[image: image881.wmf]2

1

 correspond à la méthode d’Euler-Cauchy, connue également sous le nom de méthode de Henn

Dans la pratique, on utilise plus souvent la méthode de Runge-Kutta d'ordre 4 dont l'erreur est 
[image: image882.wmf])

h

(

O

4

. La recherche de la fonction 
[image: image883.wmf]j

 se fait de la même manière que pour l'ordre 2 mais en beaucoup plus complexe!! On arrive à :
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avec :
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L’avantage d’une telle méthode est que l’on peut relativement facilement mettre en place une stratégie d’intégration à pas variable. 

Pourquoi ? Il est relativement clair que plus le pas sera petit, meilleure sera l’approximation de la courbe intégrale. Néanmoins, il faut garder à l’esprit qu’un calcul se doit d’être efficace. Ainsi, si l’intervalle d’intégration est grand, il est opportun de mettre en place une technique permettant d’augmenter ce pas. 

Soient l’équation différentielle 
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 les fonctions correspondant respectivement aux méthodes de Runge-Kutta d’ordre 4 et 5. Supposons maintenant qu’on ait intégré notre équation jusqu’au point 
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 par la méthode d’ordre 4 et calculons :
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Ce qui revient à dire que l’on est capable de calculer l’erreur que l’on commet à chaque pas. Donc, on peut envisager ce schéma : En 
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2. Méthodes à pas liés

a) Nyström

On subdivise l'intervalle d'intégration 
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. Pour chaque abscisse 
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Pour cela, on considère la droite de pente 
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On applique alors pour le calcul du premier point une méthode à pas lié (présentée plus haut), puis :
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b) Euler implicite

On subdivise l'intervalle d'intégration 
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Pour cela, on considère la droite de pente 
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C'est une équation en 
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 qu'il faut résoudre à l'aide d'une méthode numérique.

c) Adams-Bashford-Moulton

On subdivise l'intervalle d'intégration 
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Pour cela, on utilise la propriété suivante : 
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On approche 
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· Formule de correction
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B. Autres types de problèmes

1. Problème de conditions limites

On subdivise l'intervalle d'intégration 
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La formule de Taylor permet d'écrire: 
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On remplace y’ et y'' dans l'équation différentielle par l'approximation obtenue en négligeant les termes en h2. 

On résout le système linéaire de N-1 équations et N-1 inconnues (y0 et yN donnés). 
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On peut appliquer cette technique de discrétisation aux équations aux dérivées partielles. Ils existe plusieurs classes de problèmes pour lesquelles des méthodes particulières ont été développées (Cranck-Nicholson, Euler implicite, Euler explicite, etc …).

2. Systèmes différentiels

a) Systèmes d’équations différentielles

Ils se peuvent se présenter sous deux formes : 

Forme canonique : 
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Forme résiduelle : 
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Les méthodes semblables à celles présentées dans la partie A s’applique à de tels systèmes. On peut noter que les équations différentielles d’ordre n peuvent se réécrire sous la forme d’un système différentiel de dimension n, i.e., cas n = 2 : 
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b) Systèmes algébro-différentiels (Gear)

Globalement, le problème à résoudre peut se ramener à l’expression suivante :




s : vecteur des variables ;

t : variable de temps ;

p : vecteur des paramètres de fonctionnement ;

f : modèle en régime permanent ;

D : matrice des coefficients des termes différentiels.

Le principe de la méthode de Gear consiste à transformer le système d’équations différentielles algébriques (E.D.A.) en un système d’équations algébriques non-linéaire. C’est une méthode de type prédicteur-correcteur.

A partir du point courant connu 

, une phase de prédiction (schéma explicite) permet d’initialiser la phase de correction. Dans cette phase dite de correction, une estimation de la dérivée au point que l’on veut calculer

est donnée par : 
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où :

h est le pas de temps ;

un paramètre de la méthode dépendant de son ordre ;

une fonction des états précédents, donnant des informations sur le passé de s. Sa forme dépend également de l’ordre choisi.

Cette approximation permet de transformer le système en :
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qui est un système algébrique non-linéaire à résoudre au temps 

 par une méthode itérative de type Newton-Raphson. Ce qui conduit à résoudre à chaque itération du correcteur le système linéaire associé, en posant 

:
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J désigne la matrice Jacobienne des fonctions résiduelles f du modèle en régime permanent. M définit l’opérateur dynamique. Cette méthode exige la connaissance de toutes les variables ainsi que de leurs dérivées au temps initial. Elle s’avère très efficace pour des problèmes dits raides (couplages de phénomènes ayant des constantes de temps très différentes).

c) Homotopie et continuation

C’est une technique de résolution permettant d’obtenir toutes les solutions possibles d’un système d’équations algébriques. Soit F(X) = O, où F est une fonction vectorielle des éléments du vecteur X. On construit la fonction homotopie H, telle que :
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On remarque que pour t = 0 et t = 1, la fonction ainsi définie est nulle. Le principe de la continuation va consister à écrire que H est une différentielle totale sur la trajectoire correspondant à H =  0. Ainsi, à chaque fois que t sera dans le voisinage de 1, X sera le voisinage d’une solution de F. L’équation différentielle à prendre en compte  découle de la dérivation de H par rapport à l’abscisse curviligne : 
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IX. Optimisation

A. Programmation linéaire

1. Introduction
Un programme mathématique est un problème qui consiste à trouver un extremum (maximum ou minimum) d'une fonction de plusieurs variables, ces variables devant en outre vérifier un système d'équations et/ou d'inéquations. 

Un programme linéaire est un programme mathématique dans lequel toutes les fonctions qui interviennent sont linéaires. 

2. Forme canonique d'un programme linéaire
a) Définition

La forme canonique d'un programme linéaire est telle que: 

· On maximise une fonction linéaire des variables, dite fonction économique ou objectif ; 

· Les variables sont assujetties à des conditions, appelées contraintes, qui sont : 

· des inéquations, exprimant que des fonctions linéaires des variables sont bornées supérieurement par des constantes (les contraintes propres); 

· des conditions de signe, exprimant que toutes les variables ne peuvent prendre que des valeurs positives ou nulles (les contraintes impropres). 

C'est-à-dire, pour un programme linéaire à n variables et m contraintes propres : 

	Fonction économique : 
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	Contraintes propres : 
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	Contraintes impropres : 
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Une solution admissible est une solution qui vérifie toutes les contraintes; parmi toutes les solutions admissibles, celle(s) pour la(les)quelle(s) la fonction économique atteint sa valeur maximale est (sont) appelée(s) solution(s) optimale(s). L'ensemble des solutions admissibles est appelé domaine du programme linéaire. 

b) Propriétés

Tout programme linéaire peut être mis sous forme canonique. 

Si la fonction économique z est à minimiser: 
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. Il suffit donc de remplacer la minimisation de z par la maximisation de -z, et les solutions optimales sont inchangées. 

Si certaines contraintes propres sont des inéquations de la forme fonction linéaire des variables bornée inférieurement par une constante : 
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. Il suffit de multiplier ces contraintes par -1 et elles changent de sens : 
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Si certaines contraintes propres sont des équations: 
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. Une équation est équivalente à une double inéquation : 
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On remplace donc chaque équation par un tel couple d'inéquations, en changeant le sens de la deuxième inéquation.

Si certaines variables sont assujetties à une condition de signe négatif : 
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. Il suffit donc d'effectuer le changement de variable 
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Si certaines variables n'ont pas de condition de signe : On effectue le changement de variable  
[image: image983.wmf]j

j

j

"

x

'

x

x

-

=

, avec 
[image: image984.wmf]0

"

x

  

et

  

0

'

x

j

j

³

³

. En effet, quel que soit le signe de 
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 vérifiant cette propriété (on peut même toujours s'arranger pour que l'une des deux variables 
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3. Forme standard d'un programme linéaire
a) Définition. 
La forme standard d'un programme linéaire est telle que : 

· On maximise une fonction économique linéaire des variables; 

· Les variables sont assujetties à des contraintes, qui sont : 

· des équations linéaires (les contraintes propres) ; 

· des conditions de signe, exprimant que toutes les variables ne peuvent prendre que des valeurs positives ou nulles (les contraintes impropres). 

b) Proposition 

Tout programme linéaire peut être mis sous forme standard. 

Considérons un programme linéaire, sous forme canonique, à n variables et m contraintes propres, et posons: 
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L'inéquation 
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est alors équivalente à la condition 
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Le programme linéaire peut donc s'écrire sous la forme équivalente 

	Fonction économique : 
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	Contraintes propres : 
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	Contraintes impropres : 
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qui est une forme standard. 

Les variables xj,  j=1,...n, sont les variables naturelles; 

les variables xn+i, i=1,...m, sont les variables d'écart. 

c) Ecriture matricielle
On note : 
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matrice m.(n+m) 
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Avec ces notations, le programme linéaire s'écrit :
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Exemple
Considérons le programme linéaire à 2 variables : 

on désire maximiser 
[image: image1008.wmf]1
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 sous les contraintes suivantes : 
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D'où la forme standard: 
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Soit, en notation matricielle : 
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4. Solutions optimales et sommets

Remarque

Le domaine d'un programme linéaire est un polyèdre (généralisation dans 
[image: image1015.wmf]n
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 de la notion de polygone dans 
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). 

Dans toute cette section, on supposera que le domaine est non vide et borné. 

a) Caractérisation algébrique des sommets
Définition 1 - Un point x du domaine est un sommet s'il n'existe aucun segment contenu dans le domaine, tel que x soit sur ce segment.

Théorème 1 - Soit x une solution admissible comportant n variables nulles. Si les colonnes de la matrice A correspondant aux m autres variables forment une base de 
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, alors x est un sommet. 

Théorème 2 (réciproque du théorème 1) - Soit x une solution comportant n+k variables nulles, 
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(donc au moins n variables nulles). Si x est un sommet, alors : 

- les colonnes de la matrice A correspondant aux m-k variables non nulles sont linéairement indépendantes ; 

- on peut ajouter à ces m-k colonnes k colonnes de A de manière à former une base de 
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En résumé, les théorèmes 1 et 2 montrent qu'un sommet: 

· est admissible ;

· a n composantes nulles (au moins) ;

· est associé à une base de Rm, constituée des m colonnes de A correspondant aux m autres composantes (s'il a plus de n composantes nulles, il est associé en général à plusieurs bases). 

b) Algorithme de calcul d'un sommet
· On attribue à n variables la valeur 0 ;

· On remplace dans le système des m contraintes propres; il reste un système de m équations à m inconnues ;

· Si ce système est de Cramer, c'est-à-dire si les colonnes de sa matrice sont linéairement indépendantes, on le résout et on détermine les valeurs des variables non fixées à 0 (certaines d'entre elles peuvent tout de même être nulles) ;

· Si toutes ces variables ont des valeurs supérieures ou égales à 0, c'est un sommet. 

Les solutions calculées par les trois premières étapes sont dites solutions de base; les n variables fixées à 0 sont appelées variables hors base et les m autres variables de base. 

Parmi toutes les solutions de base, seules constituent des sommets celles qui sont admissibles, c'est-à-dire celles dont toutes les composantes sont positives ou nulles. 

Théorème 3 - Il existe au moins un sommet du domaine qui soit solution optimale. Si le domaine est non vide (comme on en a fait l'hypothèse), il existe au moins une solution de base admissible (un sommet). 

Définition 2 - On appelle combinaison linéaire convexe de p points, une combinaison linéaire à coefficients positifs de ces points telle que la somme des coefficients soit égale à 1. 

Théorème 4 - Si la valeur optimale est atteinte en plus d'un sommet, alors toute combinaison linéaire convexe de ces sommets est solution optimale. 

Les théorèmes 3 et 4 montrent qu'il suffit d'explorer les sommets du domaine, c'est-à-dire les solutions de base admissibles, pour obtenir à coup sûr une solution optimale (au moins). Les solutions de base étant en nombre fini, il est donc possible d'obtenir, en un temps fini, une solution optimale. 

5. Algorithme primal du simplexe
a)  Introduction
Les propriétés démontrées au chapitre précédent fournissent un algorithme algébrique effectif de résolution d'un programme linéaire : 

· On calcule les sommets, c'est-à-dire les solutions de base admissibles: pour cela on calcule l'ensemble des solutions de base (qui sont en nombre fini) et on se limite aux solutions à composantes non négatives ; 

· On calcule en ces points la valeur de la fonction économique ; 

· On détermine le point (ou les points) donnant la valeur maximale. 

Mais en pratique, cet algorithme est inutilisable. En effet, le nombre de solutions de base d'un programme linéaire est énorme dès que n et m dépassent quelques unités; il y en a autant que de manières d'annuler n variables parmi n + m, soit 
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Pour n = 2, m = 3 : C25 = 10 

Pour n = 6, m = 6 : C612 = 924 

Pour n = 20, m = 20 : C2040 = 1,4.1011 

Pour n = 50, m = 50 : C50100 = 1,0.1029 

Il est donc nécessaire de définir un algorithme plus performant, dans lequel on n'explorera qu'un petit sous-ensemble de l'ensemble des solutions de base. 

Exemple : seconds membres positifs
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La solution de base correspondant à x1 = x2 = 0 est une solution de base admissible évidente. En effet, on a immédiatement : 

x3 = 1, x4 = 10, x5 = 4, valeurs positives. 

Géométriquement, cette solution correspond à l'origine; en ce point, la fonction économique est nulle. On va chercher à augmenter sa valeur en modifiant la valeur d'une variable (et une seule), mais tout en s'imposant de ne pas sortir du domaine. 

z = -x1 + x2 : on va donc soit diminuer x1 qui a un coefficient négatif, soit augmenter x2 qui a un coefficient positif. Mais on ne peut diminuer x1 puisqu'elle deviendrait négative; on augmentera donc x2 et on gardera x1 nul. 

On pose x2 =  > 0. 

La nouvelle solution doit être admissible, donc en particulier vérifier les contraintes propres. Les valeurs des variables d'écart x3, x4, x5, doivent donc être modifiées: 
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Puisque x1 = 0 et x2 =   : 
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La nouvelle solution doit également vérifier les contraintes impropres: 
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La plus grande valeur que puisse prendre  est 1. Dans ce cas, la variable x3 s'annule et on obtient donc une nouvelle solution de base (admissible par construction) : 

x1 = 0, x2 = 1, x3 = 0, x4 = 7, x5 = 4 (avec z = 1). 

Les variables hors base sont maintenant x1 et x3, et les variables de base x2, x4 et x5. 

On va maintenant chercher à augmenter à nouveau la valeur de la fonction économique en augmentant, à partir de sa valeur 0, une des variables hors base x1 ou x3. Pour cela, il faut savoir comment la fonction économique dépend de x1 et x3. 

La 1ère contrainte propre donne :

-2x1 + x2 + x3 = 1  [image: image1026.png]


  x2 = 1 + 2x1 - x3 

Donc z = -x1 + x2 = -x1 + 1 + 2x1 - x3 = 1 + x1 - x3 

x1 ayant un coefficient positif, c'est donc cette variable qui va augmenter. 

Pour pouvoir refaire le raisonnement précédent, il faut que les variables de base x2, x4 et x5 soient exprimées en fonction des variables hors base x1 et x3. La 1ère contrainte propre a donné x2 = 1 + 2x1 - x3. 

On remplace x2 par cette expression dans la 2ème contrainte propre : 

x1 + 3(1 + 2x1 - x3) + x4 = 10  [image: image1027.png]


  x1 + 3 + 6x1 - 3x3 + x4 = 10 

 [image: image1028.png]


  x4 = 7 - 7x1 + 3x3 

3ème contrainte propre donne (ce qui ici ne change rien puisque x2 n'y apparaît pas) : 

x1 + x5 = 4  [image: image1029.png]


  x5 = 4 - x1 

On obtient donc une forme équivalente des 3 contraintes propres : 
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On pose x1 = [image: image1031.png]


, x3 demeurant nul : 
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On prend donc [image: image1033.png]


 = min(1, 4) = 1 et on obtient une nouvelle solution de base admissible: x1 = 1, x2 = 3, x3 = 0, x4 = 0, x5 = 3 (avec z = 2). 

Les variables hors base sont maintenant x3 et x4, et les variables de base x1, x2 et x5. 

Pour savoir si on doit maintenant augmenter x3 ou x4, il faut exprimer z en fonction de ces 2 variables. 

La 2e contrainte propre donne :

7x1 - 3x3 + x4 = 7  [image: image1034.png]


  7x1 = 7 + 3x3 - x4  [image: image1035.png]


  x1 = 1 + (3/7)x3 - (1/7)x4 

D'où z = 1 + x1 - x3 = 1 + 1 + (3/7)x3 - (1/7)x4 - x3 = 2 - (4/7)x3 - (1/7)x4 

Que l'on augmente x3 ou x4, z diminue. On a donc trouvé le sommet où z est maximum. 

Interprétation géométrique
L'algorithme consiste donc à partir d'un sommet connu du polyèdre, et à déterminer si possible, en suivant la frontière du domaine, un sommet meilleur que lui (ou au moins aussi bon), et ainsi de suite jusqu'à ce qu'il n'y ait plus d'amélioration possible. 

b) Généralisation

Soit le programme linéaire sous forme standard :
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avec 
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La solution de départ doit être une solution de base admissible. Il en existe une évidente : on choisit pour variables hors base (donc on fixe à 0) les variables naturelles : 

xj = 0, j = 1,...n 

ce qui donne, en remplaçant dans le système des contraintes propres: 

xn+i = bi, i = 1,...m 

Cette solution de base est bien admissible puisque 
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, en ce point, la fonction économique est nulle. 

On cherche à augmenter z; pour cela, on cherche à augmenter la valeur d'une variable xk (k compris entre 1 et n) qui a un coefficient ck positif. 

Soit xk =    > 0 ;  xj = 0, j = 1,...n, et j différent de k. 

La nouvelle solution doit être admissible, donc en particulier vérifier les contraintes propres. Les valeurs des variables d'écart xn+i , i = 1,...m, doivent donc être modifiées: 
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La nouvelle solution doit également vérifier les contraintes impropres : 
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autrement dit : 
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On choisit pour  sa valeur maximale, car une variable s'annule alors : soit p l'indice donnant le minimum : 
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La contrainte propre p donne : 
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Donc la variable xn+p sort de base alors que xk entre en base. On obtient donc une nouvelle solution de base, admissible par construction. 

Pour itérer le raisonnement, il faut ensuite exprimer la fonction économique z ainsi que les variables de base en fonction des variables hors base. 

Pour cela, il faut éliminer la variable xk de l'expression de la fonction économique, ainsi que de toutes les équations du système des contraintes propres, sauf une: la contrainte p, qui sert à faire l'élimination. 

Il s'agit donc en fait d'une élimination de Gauss ou pivotage, le pivot étant l'élément apk, coefficient de xk dans la contrainte p, et l'élimination étant effectuée dans toutes les contraintes autres que p. Les calculs sont donc identiques à ceux de la méthode de Jordan (à ceci près qu'ici les pivots ne sont pas des éléments diagonaux de A). 

Modification de la contrainte i (entre 1 et m et différent de p) : 
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(le coefficient de xk est nul)

La modification de la fonction économique est tout à fait analogue :
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(encore une fois, le coefficient de xk est nul)

Il faut, d'autre part, diviser la contrainte p par l'élément pivot apk: 

nouvelle contrainte p : 
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(dans cette équation, le coefficient de xk est l’unité)

En effectuant cette transformation, on a fait un changement de base: 

· les nouvelles variables hors base sont : x1, ..., xk-1, xk+1, ..., xn, xn+l 
· les nouvelles variables de base : xk, xn+1, ..., xn+p-1, xn+p+1, ..., xn+m 

Les nouvelles valeurs des variables de base sont les seconds membres des contraintes propres modifiées. La fonction économique étant exprimée en fonction des variables hors base qui sont nulles, on a : 
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En changeant les notations, soient :

· x'1, x'2, ..., x'n, les nouvelles variables hors base, 

· x'n+1, x'n+2, ..., x'n+m, les nouvelles variables de base. 

Le programme linéaire s'écrit sous la nouvelle forme suivante : 
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Ensuite on itère, les nouvelles variables de base jouant le rôle des variables d'écart à la première étape, et les nouvelles variables hors base le rôle des variables naturelles. 

La solution optimale est atteinte lorsque tous les cj, coefficients de la fonction économique exprimée par rapport aux variables hors base, sont négatifs ou nuls 

c) Seconds membres non tous positifs

Soit le programme linéaire sous forme standard :
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avec les bi , i = 1,...m, de signes quelconques, l'un au moins étant strictement négatif. 

Si, comme dans le cas précédent, on choisit pour variables hors base (donc on fixe à 0) les variables naturelles: 

xj = 0,  j = 1,...n

on obtient, en remplaçant dans le système des contraintes propres: 

xn+i = bi , i = 1,...m

Cette solution de base n'est pas admissible puisque les bi ne sont pas tous positifs. Elle ne permet donc pas le démarrage de l'algorithme primal du simplexe. 

Pour obtenir une solution admissible, on utilise l'artifice suivant : on introduit une variable supplémentaire positive, dite variable artificielle, qu'on retranche du premier membre de toutes les contraintes qui ont un second membre négatif. 

Autrement dit, on remplace toutes les contraintes : 


[image: image1075.wmf]i

i

n

n

1

j

j

ij

b

x

x

a

=

+

×

+

=

å

, pour lesquelles bi est négatif, 

par : 
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 étant la variable artificielles avec 
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Au départ, on choisit pour variables hors base les variables naturelles et la variable artificielle : xj = 0,  j = 1,...n, et xn+m+1 = 0.

Puis on effectue un changement de base particulier: 

· on fait entrer en base xn+m+1 

· on fait sortir de base la variable xn+l telle que 
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(donc xn+l<0) 

La nouvelle base est admissible. En effet: 

· les contraintes pour lesquelles 
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 ne contiennent pas xn+m+1. L'élimination de cette variable ne les modifie donc pas et 
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· la contrainte l est divisée par le pivot qui vaut -1. Tous ses coefficients changent donc de signe et 
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· les contraintes pour lesquelles 
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 contiennent xn+m+1 avec comme coefficient -1. Pour éliminer cette variable, on doit leur retrancher la ligne du pivot: 
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Cette solution de base admissible permet de démarrer l'algorithme primal du simplexe. 

Mais le nouveau programme linéaire, avec la variable artificielle, n'est pas équivalent au programme linéaire de départ, sauf dans le cas où cette variable est nulle. Il faut donc commencer par effectuer une phase 1 qui consiste à annuler la variable artificielle (c'est-à-dire la faire sortir de base). Pour cela, on introduit une fonction économique annexe :

max z' = - xn+m+1
En effet, xn+m+1 n'étant soumise qu'à la condition d'être positive, le maximum de z' est  0. 

A l'optimum de la phase 1, la variable artificielle est nulle et (normalement) hors base. On peut alors la supprimer et revenir à la fonction économique z de départ. La solution de base trouvée en fin de phase 1 est admissible pour le programme linéaire d'origine; on peut donc poursuivre la résolution à partir de cette solution: c'est la phase 2. 

Remarque 

Il se peut qu'en fin de phase 1 la variable artificielle soit encore en base avec la valeur 0 (solution dégénérée). Il faut alors la faire sortir de base, ce qui est possible puisque la solution correspond alors à plusieurs bases différentes. 

B. Autres méthodes

1. Algorithme du gradient conjugué
Elle présente l'avantage d'être facilement programmable (toutefois, il existe d'autres méthodes plus efficaces) et d'être susceptible d'une extension au cas où l'équation de mesure n'est pas parfaitement linéaire. 

En supposant que la matrice  est une matrice définie positive. On recherche le vecteur x permettant la minimisation de la forme quadratique :
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On se donne un vecteur initial x0 qui peut être quelconque. On calcule le gradient de Q(x0) en ce point, soit :
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et on initialise un second vecteur : 
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On réactualise la solution estimée xn ainsi que les deux vecteurs gn et h0 par la récurrence suivante : 
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Dans le cas où la forme qu'on cherche à minimiser n'est pas exactement une forme quadratique, on peut à chaque étape remplacer le calcul de gn par une estimation du gradient au point courant :
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On peut ensuite calculer la longueur du vecteur dans la direction du gradient conjugué en estimant d'abord les éléments de la matrice 
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et en cherchant ensuite dans la direction donnée par hn le terme correctif à ajouter à xn+1 
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où le scalaire tn est choisi de manière à minimiser Q(xn). 

2. Algorithme du gradient réduit

La méthode du G.R.G, en Anglais Generalized Reduced Gradient est une méthode employée dans le cas ou les contraintes ne sont pas linéaires.
Cette méthode s’apparente à l’algorithme du simplexe, car elle utilise les notions de variables de base et variables hors-base d’une façon analogue à ce dernier. Nous ne la présenterons brièvement que dans le cas de contraintes linéaires, la généralisation aux contraintes non-linéaires étant assez délicate dans sa mise en oeuvre.

 On considère le problème : 

Min u  0 (F(u)) sous la contrainte Au = b,

 avec u  Rn, A  Rn m, b  Rm , et F une fonctionnelle deux fois continûment différentiable. Les contraintes, ainsi formulées sont analogues à celle de la programmation linéaire. Nous ferons une hypothèse dite de non-dégénérescence : toute famille de m colonnes de A est linéairement indépendante et aucune solution admissible de m composantes n’a plus de n-m composantes nulles. 

Etant donné une solution admissible u, on décompose u en deux sous-vecteurs v et w de telle manière que v contienne m composantes strictement positives et w contiennent les autres composantes (positives ou nulles). On dira que v représente en fait les variables de base, et w les variables hors-base. Pour simplifier, on supposera que v contient en fait les m premières composantes de u. Avec ces conventions et hypothèses, on peut écrire le problème sous la forme : 

Min u  0, v  0 (F (u, v)) sous B v + N w = b,

Avec la définition A = [B  N]. L’équation admissible B v + N w = b permet d’écrire : 

v = v(w) = B-1(b –N w)>0,

 ce qui donne l’idée de reformuler le problème sous la forme :

Min w  0  F(B-1(b –N w),w)  sous v(w) = B-1(b- N w)  0.

 Introduisons maintenant le gradient (dit " réduit ") associé à ce nouveau problème. Il a pour expression : 

Gradr F = Gradw F(v(w),w) - Gradv F(v(w),w) B-1N.

 La direction admissible que l’on utilise pour se déplacer est l’opposé de ce gradient réduit. On descend le long de cette direction (w  w- .gradr F) en préservant la positivité de v(w), jusqu’à ce qu’une composante de v(w) devienne nulle. Cette composante quittera alors v et rejoindra w à l’itération suivante. De même, d’après l’hypothèse de non-dégénérescence, une composante strictement positive de w- .gradr F pourra rejoindre les variables de base (c’est-à-dire les composantes de v).

C. Eléments de théorie des graphes - Flots dans les réseaux -

Le problème des flots dans les réseaux concerne la circulation de matière (ou de toute grandeur quantifiable) dans les arcs d’un graphe. Parmi les nombreuses applications de cette approche, on peut citer, entre autres les réseaux de transports de marchandises (urbains, ferroviaires ou aériens), la distribution de fluides (eau, électricité, gaz, etc.), l’information dans les réseaux informatiques ou encore le coût d’un projet en ordonnancement.

1. Définitions et propriétés

On définit par réseaux l’ensemble des 

 d’ordre n dont les caractéristiques sont les suivantes :

· G est connexe : 
[image: image1094.wmf]j
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, il existe une chaîne entre i et j ;

· G n’a pas de boucle ;

· G possède une entrée et une sortie.

On définit 

, la matrice d’incidence sommets-arcs de G,  les sommets étant définis par l’ensemble 

et les arcs par


On définit la fonction

 telle que

désigne l’ensemble des arcs sortant de xi et que 

désigne l’ensemble des arcs entrant dans xi.

2. Flot dans un réseau

a) Définitions

Un flot sur un graphe G tel que défini ci-dessus est un vecteur ligne 

 à m composantes et tel que :

 ; en tout sommet 

, la 1ère loi de Kirchhoff est vérifiée (loi de conservation aux nœuds) :





 EMBED Equation.2  
 ; 

est la quantité de flot ou flux sur l’arc uj
.

Cette dernière relation peut également s’écrire sous forme matricielle, pour tout i de 1 à n :




b) Opérations sur les flots

Soient p des flots sur G, p un ensemble de p réels et k un réel positif ou nul.

Propositions 



est un flot sur G ;

toute combinaison linéaire de 

,

, ... , 

 définie par 

 telle que 

, est un flot sur G
.

c) Flot élémentaire

Soit 

 un circuit élémentaire sur G (i.e. : il passe au plus une fois par chaque sommet). Soit

le vecteur constitué des éléments 

 définis par :
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est un flot cyclique élémentaire sur G.

Théorème

Soient 

,

, ... , 

un ensemble de flots cycliques élémentaires linéairement indépendants
 et 

un ensemble de p réels positifs.

 Tout flot

 se décompose en une combinaison linéaire de ces flots, i.e. : 


Exercice

Donner les décompositions en flots cycliques élémentaires du graphe de la figure 1 (il y a 2 possibilités).
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Figure 1 - flot initial

Solutions
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Figure 2 - 1ère décomposition
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Figure 3 - 2de décomposition

d) Capacités des arcs

Un réseau de transport est un réseau où à chaque arc 

 on associe une capacité
 

et éventuellement un coût 

. C’est la valeur maximale admissible sur 

Un flot

 est admissible si et seulement si : 


e) Graphe d’écart

Soit 

 un flot admissible sur G. Le graphe d’écart associé à 

 est le graphe 

où 

est tel que pour tout 

, on associe deux arcs de 

 :

· 

 de même sens et de capacité dite résiduelle 
[image: image1099.wmf];
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· 

 de sens opposé et de capacité résiduelle 


La capacité résiduelle correspond à la quantité de flot net supplémentaire que l’on peut rajouter sur l’arc 

sans dépasser sa capacité 

.

Le graphe d’écart 

 représente les variations maximales que l’on peut faire subir à un flot 

 tout en lui conservant la propriété de flot admissible. Par convention, les arcs de capacités nuls ne seront pas représentés sur le graphe.

Exercice

Soit le graphe défini par la figure 4 sur lequel on a porté les capacités et les flots. Trouver le graphe d’écart associé.
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Figure 4 - Graphe et graphe d’écart associé

3. Le problème du flot maximum dans un réseau de transport

a) Définition

Soient deux sommets fictifs source (s) et puits (t) permettant de modéliser l’entrée et la sortie du réseau. Le graphe 

 est déduit de 

 en rajoutant l’arc 

 appelé arc de retour du flot. Dans la pratique, cet arc ne sera pas représenté sur le graphe. 

La 1ère loi de Kirchhoff appliquée sur l’ensemble du réseau revient donc à :





 EMBED Equation.2  
 ; 

 étant la valeur du flot

Le problème du flot maximum de s à t dans G consiste à trouver un flot 

dans 

qui vérifie les contraintes de capacités et maximisant le flot 

.

b) Circuit d’incrémentation

On appelle circuit d’incrémentation sur 

 un circuit traversant l’arc 

et ne traversant pas l’arc 

 et dont tous les arcs ont une capacité différente de 0.

Théorème 



 est maximum si et seulement si 

 ne contient pas de circuit d’incrémentation.

c) Coupes

Soit  une partition de X, c’est à dire : 

 et  

.

L’ensemble des arcs ayant leur extrémité initiale dans 

 et leur extrémité finale dans 

 forme une coupe. La capacité de la coupe est définie par :




Théorème



 est inférieur ou égal à la capacité de toute coupe séparant l’entrée de la sortie.

Théorème de Ford-Fulkenson (max-flow min-cut)

La valeur d’un flot maximum est égale à la plus petite capacité des coupes séparant l’entrée de la sortie.

Ce théorème implique notamment que la valeur d’une coupe quelconque est une borne supérieure du flot maximum.

4. Algorithme de recherche d’un flot maximum

a) Méthode de Ford-Fulkerson (1956)

Etape 1

Constitution d’un flot initial admissible 

(nul ou complet, c’est à dire, un flot tel que tout chemin de s à t possède au moins un arc saturé : 

)

Compteur d’itération : 


Passer à l’étape 2

Etape 2

Construire  


Chercher un circuit d’incrémentation 


S’il n’existe pas, l’algorithme est terminé et le flot trouvé est maximum

Sinon, passer à l’étape 3

Etape 3

Soit 

 la plus petite capacité de 




, augmenter 

 de 




, diminuer 

 de 


Compteur d’itération : 


Retour à l’étape 2

Exemple d’application

L’exemple choisi concerne un réseau routier (figure 5). A chaque autoroute, nationale et départementale correspond une capacité en véhicules par heure (voir Tableaux 1 à 3). A partir de ces données, trouver le nombre maximum de véhicules par heures admissibles sur l’autoroute A8.
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Figure 5 - Réseau routier

Tableau 1 - Autoroutes

	Noms
	Véhicules par heures

	A1
	2000

	A2
	3500

	A3
	1500

	A4
	1000

	A5
	1500

	A6
	2500

	A7
	2000


Tableau 2 - Nationales

	Noms
	Véhicules par heures

	Rn 1
	1000

	Rn 2
	1000

	Rn 3
	1000

	Rn 4
	2000


Tableau 3 - Départementales

	Noms
	Véhicules par heures

	D1
	500

	D2
	500


Solution
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	flux initial : 
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	Chemin d’incrémentation : 
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	flux initial : 
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	Pas de chemin d’incrémentation possible ! 


5. 
Le problème du flot maximum à coût minimum

a) Position du problème


On définit le vecteur

où 

 désigne un coût unitaire de transport à chaque arc 

du réseau. Ainsi, le coût total est-il déduit du produit scalaire de 

et 

 :

coût total 


On cherche un flot maximum de coût minimum sur 

 :

· pour un arc 

, on associe un coût 

 ;

· pour un arc 

, on associe un coût 

.

b) Algorithme de construction d’un flot maximum à coût minimum

On présente ici une méthode par augmentation de flot, à partir d’un flot initial nul. Une autre approche consiste à appliquer une méthode par diminution du coût, à partir d’un flot initial complet (Ford-Fulkerson, 1962).

Soit 

un flot à coût minimum de G, 

un circuit d’incrémentation à coût minimum sur 

 et 

 sa plus petite capacité.

L’algorithme présenté ici est tout à fait similaire à celui de Ford-Fulkerson pour la recherche d’un flot maximum.

c) Méthode de Busacker-Gowen (1961)

Etape 1

Constitution d’un flot initial admissible 

nul à coût minimum
Compteur d’itération : 


Passer à l’étape 2

Etape 2

Construire  


Chercher un circuit d’incrémentation à coût minimum 


S’il n’existe pas, l’algorithme est terminé et le flot trouvé est maximum

Sinon, passer à l’étape 3

Etape 3

Soit 

 la plus petite capacité de 




, augmenter 

 de 




, diminuer 

 de 


Compteur d’itération : 


Retour à l’étape 2

d) Exemple d’application

L’exemple choisi concerne la minimisation du coût d’un transport de marchandises par voie ferrée entre la Suisse et la Pologne (voir figure 6). Le tableau 4 donne les frais relatifs au passage d’un pays à un autre, ainsi que le nombre hebdomadaire de convois.

Tableau 4 – Nombre de convois disponibles et tarifs en vigueur

	Nombre (coût unitaire)
	Allemagne
	Autriche
	Pologne
	Suisse
	Tchéquie

	Allemagne
	-
	-
	7 (1U)
	-
	2 (6U)

	Autriche
	5 (3U)
	-
	-
	-
	10 (3U)

	Pologne
	-
	-
	-
	-
	-

	Suisse
	10 (4U)
	8 (1U)
	-
	-
	-

	Tchéquie
	-
	-
	4(2U)
	-
	-
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Figure 6 – Situation géographique

[image: image1114.wmf]s

t

A

B

C

10(4)

7(1)

8(1)

4(2)

2(6)

5(3)

10(3)


	


	
[image: image1115.wmf](

)

0

e

G

j

Þ



	[image: image1116.wmf]s

t

A

B

C

0(4)

0(1)

0(1)

0(2)

0(6)

0(3)

0(3)


	[image: image1117.wmf]s

t

A

B

C

10(4)

7(1)

8(1)

4(2)

2(6)

5(3)

10(3)



	flux initial : 
[image: image1118.wmf]0

0

0

=

j


coût initial : 
[image: image1119.wmf]0

C

0

=


	Chemin d’incrémentation : 

1/ 
[image: image1120.wmf]{

}

24

 

 

C

 

;

 

2

 

;

 

 t

C,

 

A,

  

s,

+

=

D

=

=

d

g


2/ 
[image: image1121.wmf]{

}

24

 

 

C

 

;

 

4

 

;

 

 t

C,

 

B,

  

s,

+

=

D

=

=

d

g


3/ 
[image: image1122.wmf]{

}

25

 

 

C

 

;

 

5

 

;

 

 t

A,

 

B,

  

s,

+

=

D

=

=

d

g


4/ 
[image: image1123.wmf]{

}

35

 

 

C

 

;

 

7

 

;

 

 t

A,

   

s,

+

=

D

=

=

d

g


on choisit la 1ère option



	
[image: image1124.wmf]1

j


	
[image: image1125.wmf](

)

1

e

G

j

Þ



	[image: image1126.wmf]s

t

A

B

C

2(4)

0(1)

0(1)

2(2)

2(6)

0(3)

0(3)


	[image: image1127.wmf]s

t

A

B

C

8(4)

7(1)

8(1)

2(2)

2(-6)

5(3)

10(3)

2(-4)

2(-2)



	Flux : 
[image: image1128.wmf]2

1

0

=

j


Coût : 
[image: image1129.wmf]24

C

1

=


	Chemin d’incrémentation : 

1/ 
[image: image1130.wmf]{

}

2

-

 

 

C

 

;

 

2

 

;

 

 t

A,

 

C,

 

B,

  

s,

=

D

=

=

d

g


2/ 
[image: image1131.wmf]{

}

12

 

 

C

 

;

 

2

 

;

 

 t

C,

 

B,

  

s,

+

=

D

=

=

d

g


3/ 
[image: image1132.wmf]{

}

25

 

 

C

 

;

 

5

 

;

 

 t

A,

 

B,

  

s,

+

=

D

=

=

d

g


4/ 
[image: image1133.wmf]{

}

35

 

 

C

 

;

 

7

 

;

 

 t

A,

 

s,

+

=

D

=

=

d

g


On choisit la 1ère option

	
[image: image1134.wmf]2

j


	
[image: image1135.wmf](

)

2

e

G

j

Þ



	
[image: image1136.wmf]s

t

A

B

C

2(4)

2(1)

2(1)

2(2)

0(6)

0(3)

2(3)


	[image: image1137.wmf]s

t

A

B

C

8(4)

5(1)

2(-1)

2(2)

2(6)

5(3)

8(3)

2(-4)

2(-2)

6(1)

2(-3)

2(-2)



	Flux : 
[image: image1138.wmf]4

2

0

=

j


Coût : 
[image: image1139.wmf]22

C

2

=


	Chemin d’incrémentation : 

1/ 
[image: image1140.wmf]{

}

24

 

 

C

 

;

 

2

 

;

 

 t

C,

 

A,

 

B,

  

s,

+

=

D

=

=

d

g


2/ 
[image: image1141.wmf]{

}

12

 

 

C

 

;

 

2

 

;

 

 t

C,

 

B,

  

s,

=

D

=

=

d

g


3/ 
[image: image1142.wmf]{

}

25

 

 

C

 

;

 

5

 

;

 

 t

A,

 

B,

  

s,

+

=

D

=

=

d

g


4/ 
[image: image1143.wmf]{

}

25

 

 

C

 

;

 

5

 

;

 

 t

A,

 

s,

+

=

D

=

=

d

g


5/ 
[image: image1144.wmf]{

}

24

 

 

C

 

;

 

2

 

;

 

 t

C,

 

A,

 

s,

+

=

D

=

=

d

g


On choisit la 2ère option


	
[image: image1145.wmf]3

j


	
[image: image1146.wmf](

)

3

e

G

j

Þ



	
[image: image1147.wmf]s

t

A

B

C

2(4)

2(1)

4(1)

4(2)

0(6)

0(3)

4(3)


	[image: image1148.wmf]s

t

A

B

C

8(4)

5(1)

4(-1)

2(6)

5(3)

6(3)

2(-4)

2(-2)

4(1)

4(-3)

4(-2)



	Flux : 
[image: image1149.wmf]6

3

0

=

j


Coût : 
[image: image1150.wmf]34

C

3

=


	Chemin d’incrémentation : 

1/ 
[image: image1151.wmf]{

}

20

 

 

C

 

;

 

4

 

;

 

 t

A,

 

B,

  

s,

+

=

D

=

=

d

g


2/ 
[image: image1152.wmf]{

}

25

 

 

C

 

;

 

5

 

;

 

 t

A,

 

s,

+

=

D

=

=

d

g


On choisit la 1ère option


	
[image: image1153.wmf]4

j


	
[image: image1154.wmf](

)

4

e

G

j

Þ



	
[image: image1155.wmf]s

t

A

B

C

2(4)

6(1)

8(1)

4(2)

0(6)

4(3)

4(3)


	
[image: image1156.wmf]s

t

A

B

C

8(4)

1(1)

8(-1)

2(6)

4(-3)

6(3)

2(-4)

6(-1)

4(-3)

4(-2)

1(-3)



	Flux : 
[image: image1157.wmf]10

4

0

=

j


Coût : 
[image: image1158.wmf]54

C

4

=


	Chemin d’incrémentation : 

1/ 
[image: image1159.wmf]{

}

5

 

 

C

 

;

 

1

 

;

 

 t

A,

 

s,

+

=

D

=

=

d

g




	
[image: image1160.wmf]5

j


	
[image: image1161.wmf](

)

5

e

G

j

Þ



	
[image: image1162.wmf]s

t

A

B

C

3(4)

7(1)

8(1)

4(2)

0(6)

4(3)

4(3)


	[image: image1163.wmf]s

t

A

B

C



	Flux : 
[image: image1164.wmf]11

5

0

=

j


Coût : 
[image: image1165.wmf]59

C

5

=


	Pas de chemin d’incrémentation !


� EMBED Draw  ���





Données représentées par des variables et des types au sein du programme





Résultats représentés par des variables et des types au sein du programme
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( - Retour   au   programme   (avec   renvoi 


         éventuel de résultats)


( - Poursuite des instructions du programme











 Accumulateur A





 Accumulateur B





 Registre d'index : X





 Registre d'instruction





UAL





Mémoire�
�
Adresses�
Données�
�
0000h�
00�
�
0001h�
F9�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�






 Pointeur de pile : SP





 Compteur Ordinal : PC





Bus d'adresses





Bus de données





Bus de commande





   (


MOV A, FFh


MOV B, 3Dh


ADDAB


PUSH AX


JMP  ED4Ah


   (











� EMBED Draw  ���





(


COMPILATEUR





Traduit





(





Algorithme


en 


langage "naturel"








Langage informatique


évolué





(





Programme


en 


langage informatique


 "évolué"





(





Transcription





Langage machine








001110101001101





Programme


langage machine


 














� on utilise les développements limités ou la règle de l’Hospital


� Faire un dessin


� Corps des réels.


� Corps des complexes.


� La division par 2 est inhérente à la définition que l’on a donnée à la transformée de Fourier de f. D’autres définitions suppriment ce facteur.


� On rappelle que � EMBED Equation.3  ���


� Ici, on tronque la fonction f à observer par une fonction porte. On aurait tout aussi bien pu modifier f en la multipliant par une gaussienne ou tout autre fonction (fenêtre) visant à mettre en exergue certaines parties de f , c’est pourquoi  on parle plus généralement de transformée fenêtrée. 


� Ou plutôt porte-fenêtre, d’après ce qui précède !


� Le « ou » n’est bien sûr pas exclusif !


� ( ) : termes de la matrice L


� on remarquera que � EMBED Equation.3  ���


� la solution de ce système est : x= 1 ; y = 2 ; z = 3.


� Si cette commande existe !


� ans signifie answer, i.e. renvoie le résultat de l’opération


� Les matrices sont en fait un cas particuliers des cellules : leurs éléments sont tous de même type (réel, entier, etc.).


� cf. programmation orientée objet : surcharge des opérateurs ou fonctions.


� Essayez donc de calculer le 60ème terme !


� Par défaut les fichiers sont ouverts en mode binaire. Pour les ouvrir en mode texte il faut utiliser 'rt' ou 'wt'.


� on rappelle : � EMBED Equation.3  ���


� Autrement dit, la 1ère loi de Kirchhoff signifie que la somme des entrées est égale à la somme des sorties.


� Par exemple : � EMBED Equation.2  ���est un flot ; � EMBED Equation.2  ���est un flot si � EMBED Equation.2  ���


� Ceci signifie : � EMBED Equation.2  ���


� Une capacité peut être un débit ou un tonnage admissible.


� Autrement dit, � EMBED Equation.2  ��� représente la quantité totale (de matière) introduite dans le réseau (en s), quantité que l’on doit retrouver intégralement à la sortie (en t).
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