Matière VUE au cours Analyse 1  au 1er quadrimestre 2008-2009,
suivie de Matière VUE au cours Analyse 1  au 2ème quadrimestre 2008-2009.
écriture abrégée et (parfois) sans accents.

Matière entre { }= donnée pour information, ne fait pas partie de la matière d'examen

Matière entre [ ]= non donnée ; sm= semaine m ; hn= heure n.

Document officiel, mis a jour le 28 avril  09 .

s4:-    7oct08-------------------------------------------------------

*h1: Plan de cours abrégé ( en tête du 1er syllabus), présentation du service, secrétariat du service en UA5, valves d'analyse 1 en UA6, et site à consulter: http://www.ulb.ac.be/polytech/mathfsa/ , onglet "enseignement". 

Permanences d'analyse par Jean-Luc MICHEL les lundis à partir de 13h au UA6.212, 

guidances de maths en BA1 les mardis & jeudis à partir de 12h30 au UA6.118A par Amaury, Julien, Mathieu, Jonathan et Bernard.
Responsable coordination exercices et permanences: Jean-Luc MICHEL. 

Délégués: Maxime Pétré mpetre@ulb.ac.be, Martin Croon : mcroon@ulb.ac.be
{Quelle formation pour les Ir par Y. Le Tallec}

{*pourquoi les maths?, introduction au cours, Modélisation (et "ceci n'est pas une pipe")}

*Comment étudier?: au fur et a mesure, en s'accrochant, en se posant des ? et en en posant aux autres (condisciples, étudiants-assistants, assistants, aux guidances, permanences, séances d'ex., cours)

Ne pas attendre d'avoir beaucoup de questions pour aller aux guidances !!!

Ne pas paniquer, ne pas désespérer, même si impression d'être dépassé, perdu, 

Ne pas se laisser bercer par des mots familiers, des dessins semblant clairs (si le dessin semble clair, êtes-vous capables d'expliquer le tout en mots, correctement, avec précision?)  Attention: c’est un exercice difficile, auquel vous êtes en général peu entraînés, ...et c'est crucial pour réussir les examens!  

Le cours:

Chap. 1:  (1.2) rationnels, réels, R0, R+
(1.4, 1.5) intervalles et demi-droites, ens. connexes dans R, R complété

(1.1) inégalités et +,-,*  

(1.6, 7, 8) majorants, sup et max, minorants, inf et min.

(1.9)  Valeur absolue et inégalité triangulaire (aussi si n termes,    aussi en nD)

*h2:  ensemble borné dans R, suprémum et infimum (=borne inférieure seulement!!!)

Chap. 2: (2.3)  lim f(x) pour x→infini (déf. avec ε...)

-s5    14oct08--------------------------------------------------------

*h3: (2.4.1) déf. de  limite d'une suite réelle dans R (avec ε ...).

Ex. de suites dont on peut prouver la convergence en termes de ε , N.  

Négation de un → l  en termes de epsilon, N (fait au tableau) 
(2.4.2)  déf. de limite d'une suite dans R complété, exemples.

(2.4.4) suite convergente dans R => bornée (dém),

 (si A non borné supérieurement dans R, sup A:= +∞)

Rem. : pour une suite croissante: pas bornée <=> conv. vers +∞ .

(2.4.5, 6) toute suite croiss. (bornée ou non) conv. vers son sup  (dem si bornée), 

application: (=exemple lié à la série de la somme des inverses de factorielles). En général,  ne pas se fier au comportement des 1ers termes, ex: {limite nulle de la suite des mesures des boules unités en dim n)}.

*h4:  (2.7 & ConFond) règles de calcul des lim. de suites: (2.7.5) y compris:  
vn est non nul pour presque tout n dès que lim vn est non nulle (dém).

(2.7.6) Justification de l'usage de la règle de l'Hospital pour des suites (discrètes) (=suites de nombres, plutôt que des fonctions d’une variable réelle!).

(2.8.1) comportement asymptotique de suites: équivalence ~,  o, O. 

Comparaison entre  quotient →1 & différence → 0 (dem).
(2.8.3) Complexité d'algorithmes (ex: algorithme d'Euclide pgcd(n,m), algorithme pour multiplier matrices nxn, ...).

 s6:  21oct08------------------------------------------------------------------------------------
*h5: Tout "o(vn)" est un  "O(vn)".

(2.8.4) ~, o,0 pour  les fcts d'une variable réelle

(2.8.6 I & IV) Droites & courbes asymptotes (dem. d'une CN non S ) 

{(2.7.8) suite de Fibonacci & application au nb de manières de gravir un escalier par pas simples ou doubles}.  (2.9.3) suite partielle, queue de suite. 

Si une suite conv., alors toutes ses suites partielles conv. vers la même limite,  

(donc si 2 suites partielles ont des limites différentes, alors la suite ne peut pas conv.)

(2.10.1) croissance exponentielle, {croissance logistique}.

*h6: (2.10.2) limsup:= lim des sup de queues de suites, cette suite de sup de queues de suite est décroissante, d'où l'existence de limsup (dans R) d'une suite bornée;  (limsup=+infini ssi suite non bornée supéreurement)  ;

liminf:=... , (liminf = -infini ssi suite non bornée inférieurement).    

(2.10.4) limsup = plus grande limite de suite partielle. 

Extrait du chap. 1 (utile pour 2.12,13,etc...):

(1.10) boule ouverte, boule fermée, sphère en dim n .

(1.11) pt intérieur, intA, pt adhérent, adhA, pt frontière, frA. [(pas vu: pt d'accumulation)]

(1.13) ouvert, fermé.  NB: F est fermé ssi la lim de toute suite conv. de points de F est dans F.

On prouve que: toute boule ouverte est ouverte, donc égale à son intérieur, mais l'intérieur d'un cercle (au sens topologique) est vide!  Voisinage de a:= ensemble dont a est point intérieur.

 s7: (4nov08)------------------------------------------------------
*h7: retour au Chap. 2: (2.11): lim f(x) pr x→ a (définition, exemples) 

(2.11.5): lim à gauche ou à droite, 

(2.11.6): lim f(x) pour x→a  &  lim de suites f(xn) pour xn → a.

(2.12.1): Fonction continue en un pt (de son dom.), discont. élimin., de 1ère espèce, de 2de espèce.

(2.12.3,4): continuité & f ↔ lim.

(2.12.2) sin(1/x) est continue s/(R0), mais ne peut pas être prolongée en une fonction continue s/R.

*h8: (2.13): ~, o(g(x)), 0(g(x)) pour x→a, 

xn = o(x) pour n>1 & x→0 (termes prédominants dans polynôme en x-a pour x→a)

(2.14): limites de  sommes, produits, composées de fonctions, 

continuité des sommes, produits, composées de fonctions continues.  Fonction élémentaire (déf).

(2.15): fonction monotone. Fonction strictement monotone =>injective, réciproque fausse!

Si f est croissante: lim f(x) (pour x→a, x<a) = sup f(x) (pour x→a,x<a), [ses discontinuités sont de 1ère espèce]. [pas vu: escalier du diable]. 
Chap.3: (3.1.1) ensemble de niveau.

s9:    18nov08------------------------------- (s8: congé 11nov (récupéré le 16 dec08)) 
*h9: (3.1.1, 2, 3) fonction injective,  Arcsin, racine carrée positive. 

(3.2) fonctions élémentaires, y compris: 

(3.2.7) fonctions hyperboliques  & leurs graphes (cf. ConFond : opérations graphiques), paramétrisation de l’hyperbole x2 -y2 =1, 

(3.2.8) fonctions réciproques des fonctions hyperboliques.

(3.3) fonction continue/connexe: Tvi (th. de la valeur intermédiaire), exemple montrant que les hyp. sont non superflues.       (3.4) applications du Tvi:
(3.4.1) approximation de zéros d’une fct par la méthode de dichotomie (dem),

(3.4.2) tout polynôme de degré impair possède (au moins) une racine réelle (dem), 

(3.4.3) th. du pt fixe (dem). {(3.4.4):définition de la sensibilité aux conditions initiales (cf. chaos)}
(3.4.5): fonction cont/interv.: injective ssi strict. monotone… 

(3.4.6) … et dans ce cas, la réciproque est aussi continue.  C/ex. si domaine non connexe.

[pas vu : (3.4.7) probl. de l’ascension et descente s/ même intervalle de tps...(dem)].

*h10: Rappel: (2.9.4): ensemble borné dans Rn.

 Rappel: (2.9.2) = A est fermé ssi toute suite conv. d'éléments de A conv. dans A. 

 Propriétés préservées par continuité: connexe, compact (:= fermé & borné).

(3.5.1) Th. des bornes atteintes (existence de max & min) (dém. à partir de "im. d'un compact par une fonction continue est un compact", notion de maximant.

Propriétés NON préservées par continuité: ouvert, fermé, borné.

s10:   25 nov    --------------------------- 

*h11: Chap.4: (4.1.1) quotient différentiel, (4.1.2) dérivée en un point, dérivée à gauche, à droite.

De f(0)=sin0 on ne peut pas conclure f '(0)=cos0.

(4.1.3) dérivable ( continue, mais pas réciproquement (dem),

(4.2) df(a)= fonction linéaire (de Δx) ;   df(a)(x-a)=O(x-a) pour x→a, 

(4.2.3) (Δ f) -df = o(x-a) pour x→a, plus précisément : erreur commise en remplaçant f(x) par l’approx. du 1er ordre autour de a de f évaluée en x est un o(x-a) (dem!) 

(4.3.1) df(x0) dépend de x0 (images différentes pour un même Δ x)

(4.3.2) df(a) est une fonction linéaire!

(4.3.3) déf. de fonction différentiable.     (4.3.4) Dérivable ( différentiable (dem).

(4.3.5) fonction dérivée

*h12: (4.3.7) distinguer  f '(a)x  de  f '(a)dx
(4.4) Calcul de dérivées. (4.4.4)  dérivée d'une composée de fonctions (dem),

traduction de la formule précédente en termes de différentielles (dem).  

(4.4.6)Dérivée de la fonction réciproque (si elle existe). (4.4.7) fonctions élémentaires & leurs dérivées

(4.5.2) Dérivées d'ordre supérieur.   (4.5.5) classes Cn & C ∞.

s11:  2 dec.08   *h13:---- ----------------------------------------------- 
Rappel: formule du binôme de Newton et coefficients binomiaux  

(4.5.4) Formule de Leibniz (dém suggérée: par récurrence & formule du triangle de Pascal (dem)).  (4.5.6) différentielle d'ordre 2 ou 3

(4.6.1 ) Extrémant local, global, libre.

(4.6.2) Dérivée en un extrémant libre (= CN du 1er ordre si  …) (dem).

(4.6.2)  Points critiques, points suspects.      

(4.7.1) Th. des accroissements finis + exemples justifiant les hypothèses, 
(Th. des accroissements finis = formule des  accroissements finis = th. de la moyenne du Calcul Différentiel).
(4.7.2) Th. de Rolle (dem). (4.7.3) Dém du th. des accroissements finis,  

*h14: comparaison de cette formule (globale) avec approxim. de f d'ordre 1 près de a  (local).
Applications du théorème des accroissements finis : majoration de l'accroissement Δ f, 

(les résultats des sections suivantes reposent aussi sur le Th. des accroissements finis).

(4.8) Primitives d’une fonction f sur un connexe: toutes égales à une cte additive près (dem) 
(4.9.1, 2, 8, 11) Règle de l'Hospital: à savoir appliquer (et à bon escient) cf Con Fond., 
ex. de calculs de limites fautifs (« e=1= infini »!) (pouvoir détecter les erreurs!: voir dans les notes : ex. d'hospitalisations fautives). 
(4.10) Développements limités, développement de Taylor et de Maclaurin d'ordre k fini. 
(4.10.3) Reste du dév. de Taylor d'ordre k...est un o(...) (i.e. "dév. de Taylor = dév. limité")
s12   9dec08  *h15: ----------------------------------------------- 
Exemple (4.2.5) : majoration « concrète » de l’erreur par la formule de Lagrange.
(4.10.3) Formule du reste de Lagrange (pour k=0, c’est celle des accroissements finis !) 
(4.10.4) Majoration de la valeur absolue de l’erreur grâce au sup de |f^(k+1)|

(4.10.2) Corollaire: dév. de Taylor ... est un développement limité ... (dem). 
Différence entre convergence pour x->a & convergence pour k->infini. 
(4.10.8) Calcul du dév. de Taylor d'une fonction déf. implicit. par f(x,y)=0 ds le plan oxy. 
(4.11.1)  f ' positive implique f croissante (dem). [Quelques exemples pathologiques]

*h16:  (4.11.5) Un point critique est extrémant ou non, suivant la parité de l’ordre de la 1ère dérivée non nulle en ce point (dem). 

Chap.6 : Equations différentielles (ED).

(6.1.1) Notion générale d’ED du 1er ordre, champ de pentes & approche qualitative. 

Famille de solutions d'une ED, famille de cbs intégrales, illustrations. (6.1.8) Chute d’un corps. (6.1.2) Résolution complète de y'=ky. (dem) {Croissance exp. cf Con.Fond} 
(6.2.3) Approche qualitative
(6.2.1 , 6.2.2) ED normale du 1er ordre, CI & problème de Cauchy.   

s12bis:  16 dec08  (récup. du 11 nov)    --------------------------- 
*h17 & 18: (6.3.1) Champ de pentes invariant par translation verticale (resp. horiz.) => famille des courbes intégrales invariante par translation verticale (resp. horiz.) (voir page 11).
(6.3.3) ED à VS (variables séparées) : recette & légitimation de la recette (dem). 
(6.3.8) Résolution d'un problème de Cauchy admettant une infinité de solutions...

= Fin de la matière pour l’interrogation de janvier 2009 .

Néanmoins il n’y aura pas de question calculatoire portant sur les équations différentielles, ceci étant développé ultérieurement lors des séances d’exercices.  L’approche qualitative des ED (étude du champ de pentes et ses conséquences concernant les solutions de l’ED) fait partie de la matière de l’interrogation.  ___________________________________

2ème partie

Matière d’ Analyse 1 pour l’examen de juin 2009 (second quadrimestre 2008-2009),

écriture abrégée et (souvent) sans accents. Matière entre [ ]= non donnée.

Matière entre { }= donnée pour information, ne fait pas partie de la matière d'examen.

sm= semaine m ; hn= heure n ; h8_1=1ère heure du chap.8.

s13  Ma3fev.------------------------------------------------------------------------------------------

*h19: (6.6.4) Résolution d’une EDLH (linéaire homogène) d’ordre 1 (Variables Separées), 

(6.6.5) méthode de la Variation de la Constante pr EDLnH du 1er ordre, 

(6.6.6) existence et unicité de la solution d’un problème de Cauchy pour une EDL d’ordre 1   y’+ay=b (coefficients NON csts) (dem). 

(6.6.1)  ED linéaires, operateurs différentiels linéaires (dem). 

(6.6.2) Ensenble des solutions d'une EDLH d'ordre n est un esp. vect. (dem)  de dim n. 

*h20: (6.6.3)  Ensenble des solutions d'une EDLnH= transl. de celui de l'EDLH associé (dem) 

Dérivée de la fct de R dans C : x→exp(cx) pour c=constante complexe. 

(6.10. 1-6) Résolution d'une EDLH du 2nd ordre à coefficients constants (dem).

(6.10.7) Re(z) & Im(z) sont aussi solutions si z est solution d'une EDLH à coefficients réels (dem). (6.11.6) Méthode des coefficients indéterminés (ébauche, voir séances d'exercices).

Présentation de l'aide-mémoire(disponible à l'examen). Savoir effectuer des changements de variables dans les EDO!

Je5fev. ---*h21= h 8_1: (6.9) EDO du 2nd ordre pouvant être ramenées a une EDO du 1er ordre.

Chap.8: (8.1.1) importance des fonctions de plusieurs variables & exemples : pression atm., force gravit., [durée du jour].

(8.1.2)  Formes linéaires, applications linéaires, applications affines.

(8.1.4) Fonctions homogènes de degré d et en partic. deg 0 (si dom. est dans R2: ne dépendant que de y/x (ou θ) ,  graphes de fonctions d'un pavé de R2 dans R, par ex. fonctions "à variables séparées", paraboloïde de révolution & paraboloïde hyperbolique & ses ensembles de niveau. 

(8.2. 1-2) limite de f en un point a, continuité  de f en un point a, sur un domaine A : déf.

*h22 = h 8_2 : (8.2.3-7). "On peut travailler composante/composante de la fonction, mais pas pour "la variable"": attention au chemin suivi pour x→a. 

(8.2.9) limite d'une somme, d'un produit, d'une composée de fonctions. 

(8.2.10) Continuité des sommes, produits, composées de fonctions continues. 

Coroll: continuité des fonctions polynomiales, de x→norme(f(x)), de x→det(mat aij)...

(8.3.2) Ens. conVexe, ensemble conNexe (par arcs),

image d'un connexe par une fonction continue est connexe. 

(8.3.4) Image d'un compact par une fonction continue est un compact.

s14 (10 & 12 fev) *h23 = h 8_3 : --------------------------------------------------------------------

Conséquence de (8.3.4) si fonction scalaire: CS d'existence de maximum, de maximant(s),....

(8.4.1-3) Dérivée partielle d'une fonction de n variables, interprétation géom. s/ gph f si f est scalaire et que l’axe des images= axe vertical (et repère orthonormé).

(8.4.6) Règles de calcul de dérivées partielles : linéarité de la dérivation, dérivée d'un produit.

(8.4.7) opérateurs de dérivation, dérivée d'un produit. 

(8.4.8-10) Dérivées d'ordre >1, importance de l'ordre des dérivations, classe Ck & ses avantages.

*h24 = h8_4. (8.5.1-3) Dérivées directionnelles: définition et interprétation graphique. 

Pathologies : (8.5.4) non existence de dérivées direction. alors que les dérivées partielles existent.  (8.5.5) tangentes existant dans ttes les directions, mais pas coplanaires en un point de z=f(x,y) (calculs non détaillés au cours).

Approche grossière ou  "autoritaire" de la différentielle d'un fct (valable pour les fcts de classe C1):

(8.6.0)  pp.72,... : Δ f, df, erreurs d'approximation et leur évolution pour (x,y)→(a,b).

(pp. 76, …) Formule pratique donnant df(a) en un pt a pour une fonction f (supposée différentiable en a) à partir des dérivées partielles en a:

image du vecteur e1 par df(a)= dérivée /rpt x1  (dem),

image du vecteur u par df(a)= dérivée dans la direction u.  

p. 76'' Image d'un vecteur qcq (déduit de la linéarité de df(a)).   

Approche nuancée de la différentielle d'un fct: (8.6.4) Définition abstraite de différentielle en un point.

*h25 = h8_5:...et ses conséquences: p. 76''' Puisque l'image du vecteur e1 par l’application linéaire df(a) est la dérivée par rapport à x1, mat(df(a))= matrice jacobienne de f en a.  Vecteur gradient 

(8.6.7) df(a)= combili des dxi= somme de formes linéaires . 

(8.6.8) Différence entre xi (=nombre) et dxi :x→xi (=forme linéaire).

(8.6.9) CS de différentiabilité : C1 (rappel).  

(8.7) Règles de calcul ((8.7.1-4) diff. d'une somme, d'un produit, d'une composée de fonctions) et leurs conséquences: toute combili, produit, composée de fonctions différentiable (resp. de classeCk  ) l'est aussi. Applications des règles de calcul de différentielles, de dérivées, y compris les dérivées d'une fonction composée!!! 

(8.1.6) fonction ne dépendant que de r  (ex.: sombrero), utilisé en (8.7.8). 

*h26=h8_7: Exemples: (8.7.8) (grad d'une fonction radiale) , 

(8.7.15) (dérivée d’une force appliquée en un point mobile) 

(8.7.13) (dérivée en un point d’une  fonction définie implicitement).       

(8.1.13) Divers lieux géométriques associés à une fonction:

ne pas confondre: graphe, image, ensembles de niveau, champ de vecteurs! (p.32) 

Approximation du 1er ordre de f près de a.

(8.6.5) : Eq. du plan tangent à gphf au point (a,b, f(a,b)) pour f différentiable en (a,b)

(8.8.1) : éq. gph(f) & éq. hyperplan tangent au graphe d'une fonction scalaire différentiable
s15  (17&19fev)   *h27=h8 _8: --------------------------------------------------------------------

(8.8.2) : eq. gph(f) & eq. sous-esp tangent au graphe d'une fonction vectorielle différentiable.
(8.8.3) : grad f donne direction de + grande pente et  mesure cette pente (dem!).

(8.8.4):grad f est perpendic. aux ensenbles de niveau de fonctions scalaires (dem:n=2 & pr n≥3) *h28 = h8_9 : Interprétation des résultats préc. en termes d’isobares et gradients de pression.

{(8.8.5) commentaire pour intersection d'hypersurfaces (ou ensembles déf. par systèmes d'eq. )}.

(8.8.6), (8.8.7) L'image d'une fonction C1 de Rn  dans Rm (n<m) est « généralement » une courbe si n=1, une surface si n=2, une variété de dim n dans Rm  {voir cours de Géométrie},   

le sous-espace tangent à imf en un de ses points f(a) est l’image de l’approximation du 1er ordre… 

(8.8.8): n-mesure d'un n-pavé dans Rm
(8.8.9): coefficient de dilatation d'une application linéaire 

(8.8.10): Coefficient local de dilatation d'une fonction (ou de sa différentielle) 

(8.8.11) ! coefficient de dilatation de la paramétrisation d'un cercle, d'une sphère!

*h29=h8_10 (jeudi 19fév.):
 (8.9.0)=(7.4.14)  Théorème des accroissements finis ne tient pas pour les fonctions vectorielles (ex.: mouvement circulaire unif.) 

(8.9.0)=(7.4.16) Th. majorant le taux d’accroissement.

(8.9.1): Th. accroissements finis (dem)+ commentaire. 

(8.9.2) notations : puissance n d'un opérateur diff. linéaire d’ordre 1, puis évaluation en a. 

(8.9.3): dév. de Taylor (défini à partir d'un calcul fait pour la restriction de la fonction à un segment) 
*h30= h8_11: (8.9.4) Comportement limite du reste du développement de Taylor

(8.9.5) formule du reste de Lagrange.

(8.9.6): extrémums libres de fonctions scalaires.  (8.9.7) CN du 1er ordre, point critique (dem).

(8.9.8) approximation du Δf par développement Taylor du 2nd ordre, position gphf par rapport au plan tangent .

(8.9.10) forme quadratique de la différentielle 2nde  et matrice hessienne
(8.9.9) gph de formes quadratiques canoniques sur R2, formes quadratiques définies positives, ….

s16 *h31= h812   (lundi 23 fév= demi-récup. anticipée du 5 mars): (8.9.7, 9,…) :Rappel

(8.9.13) : CS & CN du 2nd ordre d'extrémant local libre

(8.9.11): forme quadratique de d2f semidéfinie positive mais non définie positive = cas douteux!

(8.9.14): CS pour l' existence d'extrémants globaux
Extrémums liés : (8.10.2) déf., (8.10.3) théorème du multiplicateur de Lagrange: visualisation & dém. pour fct de R2  dans R,  (8.10.3) énoncé pour fct de Rn  dans R.   (8.13) une fausse dém. …

s16 : "Cours ouvert" (jeudi 26 fev.) (mardi 24 fév = mardi gras = congé)-------------------------------------

*h32 : chap. 5 : Intégrale simple de Riemann 

Interprétations intuitives : 1. aire algébrique (5.1.1), 

2. « valeur moyenne » de f  x longueur du domaine d’intégration.

3. masse totale d’un fil rectiligne de masse spécifique variable
((9.10) A propos du CT scan :  

Jeu : reconstituer un objet a partir de ses « projections pondérées».

Décroissance exponentielle d’un rayon X en fct de la masse de matière traversée.  Mesures des masses traversées (= intégrales le long de droites).  Théorème de Radon : reconstruction de la fonction de répartition des masses.  Autres techniques d’imagerie (.

(5.1.2) Subdivisions d’intervalle et raffinements de subdivisions. 

(5.1.3) Fonctions en escalier & leurs intégrales.  Comparaison de celles-ci suivant que celles-là majorent ou minorent une fonction bornée f (dem).  

(5.1.4) Intégrabilité et définition de l'intégrale (de Riemann) d'une fonction bornée f sur un intervalle.

(5.1.5) CNS d'intégrabilité.

(5.1.7) Grandes & petites sommes de Darboux (et CNS d'intégrabilité (suite)).

*h33 : (5.3.1) Les fonctions continues (sauf en un nb fini de pts) sont intégrables, 

(5.3.3) l’intégrale ne change pas si on change la fonction en un nombre fini de points,

(5.3.4) fcts monotones sont intégrables (dem). 

(5.3.5) Th. de Lebesgue: Intégrabilité vs mesure de l'ensemble des pts de discontinuité. 

(2.15.5) « Escalier du Diable » : une fonction croissante sur [0,1] , dont l’intégrale vaut ½, dont la dérivée est nulle sur un sous-ensemble de [0,1] de longueur 1, dont la pente moyenne vaut 1 !!!

(5.11.4) paradoxe de l’entonnoir de Torricelli (utilise des intégrales simples pour évaluer le volume (fini) d’un solide de révolution et l’aire (infinie!) de sa frontière (surface de révolution)).

s17 : (3 mars09 ! 5mars: pas cours Analyse) ------------------------------------------

*h34 :  Chap.5: (5.2.1) Sommes de Riemann.

(5.2.3) Utilité de faire tendre la norme des subdivisions vers 0 (sinon une suite de sommes de Riemann correspondant à des subdiv. de + en + fines peut converger vers une valeur ( intégrale ...)

(5.2.4) CNS d'intégrabilité en termes de convergence de suites de sommes de Riemann.

{Majoration de l'erreur dans l'approx. d'intégrales par des sommes de Riemann à pas cst}

(5.4.2) Linéarité  de l'intégration.

(5.4.3) Croissance de l'intégration (dem.). 

(5.4.4) Encadrement de l’intégrale (dem), valeur moyenne de f sur [a,b] (déf)

(5.4.5) Th. de la moyenne (dem.)

(5.3.6) Intégrale nulle d'une fonction f positive et continue => f=0 (dem!)

(5.5.1) {Composée de fonctions intégrables ne l'est pas nécessairement}
*h35 : (5.5.1) Composée d'une fonction intégrable par une fonction continue est intégrable, 

(5.5.2) carré d'une fonction intégrable est  intégrable (dem), 

(5.5.2) produit de 2 fonctions intégrables est  intégrable  (dem),

(5.5.3) Valeur absolue d'une fonction intégrable est  intégrable (dem).

Majoration de la valeur absolue de l’intégrale de f sur[a,b] par  lg([a,b]).sup.... (dem).

(5.6) Additivité / rapport domaines d'intégration (si disjoints), formule générale à 4 termes. 

(5.7)  Dérivation d'une intégrale /rapport  à sa borne sup. d'intégration (dem !), 

(5.7.3) dérivation /rapport à x d'intégrales dont une borne d'intégration dépend de x (dem ) 

(5.8) Théorème fondamental du CDI (dem !) 
s18 (10 et 12 mars)------------------------------------------------------

*h36 : applications du Théorème fondamental du CDI (position, vitesse, accélération),

ce n’est pas non plus la panacée (certaines primitives sont non élémentaires, les plus classiques ont été tabulées par méthodes numériques...basées sur la définition de l'intégrale de Riemann).

(5.9.1,2,3) Formules de chgt de variable, d' intégration par parties & 3 applications erronnées ((=0, e=1 & -2 >0)!
Chap. 9:  Intégrales multiples (de Riemann):   Interprétation de l’intégrale double de f comme 

1. «volume algébrique » de la région entre graphe f et domaine d’intégration 

2. masse totale d'une plaque de masse spécifique f.

Intégrale double de f sur un pavé cartésien.  

(9.1.3) Petites et grandes sommes de Darboux.  (9.1.5) CNS d’intégrabilité. 

(9.1.6)  Sommes de Riemann. Norme d’une subdivision (= max des diamètres des sous-pavés).  Convergence des sommes de Riemann pour une suite de subdivisions à normes ( 0 si la fonction est intégrable.

(9.2) Intégrales triples, intégrales n-uples sur un pavé.

(9.3.1) Intégrales emboîtées.
*h37 : (9.3.3) Théorème de Fubini et ses interprétations en termes de mesure de masse totale,  en termes de calcul d'un volume. 

[Ex. de fonction dont les intégrales emboîtées ne commutent pas (9.3.6) (dem)]

A lire : Fubini sur un pavé nD  
(9.4.1-2) Région de n-mesure nulle dans Rn (Riemann-négligeable)

(9.4.3)  Toute courbe de longueur finie L est d'aire nulle (et de volume nul) (dém.)
(9.4.5)  n-mesure d'une région dans Rn (= intégrale de sa fonction caractéristique sur un sur-pavé).

(9.5.1 & 3) Intégrale de f s/ un compact à frontière de mesure nulle dans Rn,

(9.5.2)  si f est continue, alors cette intégrale existe.

(9.5.4) Un ensemble de mesure nulle a une contribution nulle à l'intégrale d’une fonction bornée.

(9.6.1) En 2D: région normale /rapport à y, région normale.

*h38 :(12mars) (9.6.2) Fubini s/ une telle région [dém. à partir de Fubini s/ pavé].

(9.6.3) Application de Fubini: compatibilité entre déf. de l’aire (intégrale double ) et la formule de l’aire d’une région située entre les graphes de 2 fonctions I ( R (intégrale simple) (dem.).
(9.6.4) exemple: une Fubinisation salvatrice

(9.6.5 &7) En 3D : Fubini par sections planes et rectilignes.

(9.6.6 & 8 ): compatibilité entre déf. volume (intégrale triple) et volume d’une région entre 2 graphes comme intégrale double (dem) et volume de  révol. comme intégrale simple (dem.).

Pour calculer une int. multiple : Fubini (9.6), propriétés (9.7) ou changement de variables (9.8).
(9.7.1) Intégrale sur une réunion de domaines disjoints = somme des intégrales...,

si non disjoints ..... . CP : Mesure d’une réunion de régions.

(9.7.2 & 3) Linéarité & croissance de l'intégration s/ un domaine donné (dem).

Intégrale d'une fonction f continue positive s/ dom de mesure non nulle n'est nulle que si f=0 (dem : cf. chap.5)!  
(9.7.5) Th. de majoration d'une intégrale (dém. cf. croissance de l' intégration)

(9.7.6) Valeur moyenne d'une fonction.

Théorème de la moyenne pour fonction continue s/dom.connexe [dem].

*h39 (9.8.1 &2) : Intégrale double en coordonnées polaires (formule expliquée avec aire d'un pavé polaire , son approximation et sommes de Riemann...)

(9.8.6) approximation de l'aire d'un pavé curviligne , puis justification de la formule de changement de variables dans intégrale multiple en 2D.
(9.8.6 & 9) Formule de changement de variables dans intégrale multiple en 2D, en nD (coefficient de dilatation!)   (9.8.11) CP de la formule en 1D (!valeur absolue!)

(9.8.12) en coordonnées cylindriques, (9.8.14) en coordonnées sphériques, avec intuition du volume d'un « pavé infinitésimal » (en coordonnées orthogonales!!!) comme produit des longueurs de ses côtés...
s18bis 17 mars  = recup mardi gras (17 mars)----------------------------

*h40= h10_1: Chap. 10 : (10.3.2 &3) Longueur d'un arc de courbe: approche par longueurs de lignes polygonales, définie comme suprémum de ces long. (→ lg finie ou infinie) (exemples). 

(10.3.8 & 9) Calcul de la lg à partir d'une paramétrisation (intégrale de la norme de la vitesse), avec calcul détaillé dans le cas du graphe d'une fonction (interv→R), calcul approximatif fait en 3D. 

(10.3.11 & 12) Abscisse curviligne ou paramètre naturel.

(10.3.14) Longueur en coordonnées polaires (voir géom.) 

(10.3.15) remarque sur la longueur en coordonnées curvilignes orthogonales.

(10.4.1->5) Intégrale curviligne d’une fonction scalaire /rpt à ds. 

 *h41= h10_2: (10.4.6)  Intégrale curviligne d’une fonction scalaire / rpt à dx.

(10.4.7, 8)  Circulation ou travail d'un champ de vecteurs le long d'un chemin.
s19 (TP=int curv.) 24mars  *h42= h10_3: Rappels: Int. curv. de la masse spécifique le long d’un fil = masse totale (idée d’une longueur pondérée). Différentes notations efficaces pour les calculs.  

Intégrale curviligne d'un champ de vecteurs (travail, circulation): peut s'exprimer comme intégrale simple, comme int. curv. /rpt a ds, comme somme d'int. /rpt a dx, a dy,...

(la ligne continue qui suit est sans signification)

(10.4.9, 11) Intégrale d'une 1-forme différentielle,  1-forme diff. exacte. Chp de grad = chp dérivant d'un potentiel= chp conservatif (cf. 1-forme diff. exacte). Fonction potentielle. 

 (1O.4.13) Majoration d’un trav. (en valeur absolue) par longueur... x sup(norme de F) (dem).

(10.5.1, 2) Th. du gradient (dem!)

Champ à circulation indépendante du chemin 

ssi la circulation s/ tt cycle est nulle (dem (10.5.3)) ssi ce chp dérive d'un pot. (dem (10.5.4, 5)) (hyp.pour cette CNS: travaille dans un domaine ouvert connexe par arcs). 

(vocabulaire : dérive d’un potentiel=est conservatif=est un chp de grad)
*h43= 10_4: (10.7.1-3) Aire d'une portion de surface (gph d'une fct):  déf. (intégr. double), motivée par approximation du 1er ordre de l'aire de graphe f restreint à un petit pavé (dem),  sommation puis passage à la limite pour une suite de subdivisions à norme →0.
(10.7.4-6) Aire  d'une portion de surface paramétrée (image d'une fonction) : déf. (intégrale double),  motivée par  calcul de l’aire de l’image par approximation du 1er ordre de la paramétrisation d’un sous-pavé du domaine des paramètres (dem), sommation puis passage à la limite pour une suite de subdivisions à norme →0.   Calcul de l'élément d'aire.

lecture conseillée: [ (10.7.7) Paramétrisation du graphe d'une fonction scalaire de 2 variables & compatibilité des 2 formules (dem = exercice)].

[(10.7.10): Aire d'une portion de surface de niveau]  

{(10.7.12) se méfier de la limite des aires de triangulations}

{(10.7.15) dérivée (/ rpt à r) de la mesure d'une boule de rayon r = mesure d'une sphère de rayon r}
s20 (TP1er gp=int surf)   (31mars)--------------------

*h44= 10_5: Intégrales de surface: (10.8.1) Intégrale d'une fonction scalaire s/ surface: 

interprétation intuitive comme masse totale d’une surface à masse spécifique variable, 

(10.8.2) définition par intégrale double (cf. paramétrisation.).

(10.8.3) propriétés (linéarité, croissance), valeur moyenne et théorème de la valeur moyenne. 

(10.8.4) orientation d'une région plane bordée par un nb fini de courbes simples fermées, orientation induite sur le bord; dans un plan orienté: orientation positive (vraiment !)ou négative d'une région, d'un couple de vecteurs linéairement indépendants.

(10.8.4new) Dans R3: orientation d'un triple de vecteurs linéairement indépendants, triples ayant même orientation. Dans R3 muni d'un repère orienté: orientation positive (vraiment !), négative.

*h45= 10_6:  

(10.8.5) Surfaces orientées (par un champ continu de rotations de Π/2 dans plans tangents, ou (si trièdre donné) par un champ continu de vecteurs normaux normés),

orientation induite par la paramétrisation.

Surfaces orientables, non orientables (ex: ruban de Möbius, bouteille de Klein).

(10.8.7): flux d'un champ de vecteurs constant à travers un parallélogramme orienté, 

(10.8.8): orientation d'une surface induite par sa paramétrisation et le choix du trièdre.

(10.8.8): Intégrale de surface: flux d'un champ de vecteurs à travers une surface orientée .

s21 (TP=Analyse vect en coord cart)  21avril  

*h46=10_7: {(10.8.15) notation avec dx^dy pour intégrale de surface de type « flux »} 

(10.8.16) propriétés des flux: additivité pour domaines disjoints, linéarité, majoration...(dem !).

 (10.1.7, 9, 11, 13) Nabla, div, grad, rot en coordonnées cartésiennes. 

(10.1.13, 14): Linéarité de div, grad, rot ;  rotgrad=0, divrot=0 & divgrad=laplacien (dem !)
(10.6.3 , 10.6.2) Th. de Green (dém sur dom. normal!) et orientation du bord (voir 10.6.1) (dans repère usuel , sens positif = intérieur à gauche car oy est à gauche de ox) 

(10.6.4): th. de Green sur dom. disséquable en un nb fini de sous-dom. normaux (dem).

*h47= 10_8:  (10.6.5): th. de Green (2D) présenté comme th. du rotationnel (dem).

(10.6.6): th. de Green (2D) présenté comme th. de la divergence (dem).

(10.6.7): dom. simplement connexe ;  tout champ irrotationnel dans un domaine simplement connexe en 2D dérivé d’un potentiel (dem).

s22  (TP= Green, Stokes)  28avril (2ème partie de la récup. du 5 mars)
*h48=h10_9 :(10.6.8) Hypothèse « simplement connexe » est non superflue: exemple  en 2D.
(10.9.1)Th. de Stokes: version forme différentielle, calcul formel de la diff. ext., d'où la version:Th. du rot. 

(10.9.4) Orientation induite s/ bord d'une surface orientée 

(10.9.4) Merveilleux th. de Stokes.   (10.9.3) Dissections de surfaces et th. de Stokes.

(10.9.8)Tout champ irrotationnel dans un domaine simplement connexe en 3D dérive d’un potentiel.

(10.9.6 )  Interprétation du rot en un point à partir du th. du rot (dem )

(10.10.1) Th. de la divergence  (généralise le Th. de Green (2D) à la dim. 3, valable en général en nD).
(10.10.2)  Interprétation de la div. en un point à partir du th. de la div (dem)

(10.0) = Résumé du chap.(voir début syllabus): Les intégrales,  Th. Fond. du CDI,  th. du gradient,  

th. de Green (2D), th. du rotationnel (=Stokes),  th. de la divergence (=Gauss-Ostrogradski).

ATTENTION: div, grad, rot, laplacien se calculent autrement en coord. curv. (même orthog.)!!! 

Ex: div er = 1/r ≠ 0 en 2D (calcul facile!), div er = 1/r n-1 en nD (n>1),{formules générales fournies en (10.2)}.   

[(partie de 10.2.9) : motivation de la formule de la div. en coordonnées polaires] . 

[(10.11) Application du th. de la div à gradf (=th. du Laplacien) ] ,

[(10.11.1) interprétation du Laplacien {dem}]

[ (10.11.3) application du th. de la div à ugradv-vgradu (= formule de Green symétrique)] . 
 [Laplacien d’un champ radial (dem)].

THE END  :)              Bonne digestion!

